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CHAPITRE L 

DEFORM A.TION INFINIMEWT PETITE. PB.EMIEHE SOLUTION. 

Kn.on.c6 precis da probleme a resoudre. Comment on pourrait entreprendre son 
etude par la methode des series. Le probleme dc la deformation infiniment 
petite consiste dans la determination, des premiers termes de ces series. Ge 
que 1'on appcllc la directrice et le module de la deformation infiniment petite. 
Couples de surfaces applicables 1'une sur 1'autre. Rapports de la question 
proposed avec le probleme dit des elements rectangulaires. Indication des 
travaux publics sur ces questions. Premiere solution du probleme : on est 
ramen6 a 1' integration d'une equation lineaire du second ordre. Interpreta- 
tion ge"om6trique. Application au paraboloYde. Raisonnement a priori 
montratic que la solution du probleme peut etre obtenue pourtoute surface du 
second degrc. D6veloppement de la solution pour le cas de la sphere. De- 
monstration gdometrique : la surface (S t ) qui correspond a une sphere par 
orihogonalite dos elements est la surface moyenne d'une congruence isotrope. 
Equations qui ddterminent cette surface moyenne. Retour au cas general j 
les caracteristiqucs de 1'equatioo lineaire dont depend la solution sont les lignes 
asymptotiques de la surface proposee. 



, II ragsort avec Evidence des d^veloppements comenus 

$ les Ghapitres pr^c^dents que, jusqii'ici, le probleme de la 

oaaijo^L des surfaces n'a p^ ^tre r^soiu d'uxie poaiBidre com- 

que d^ixs ufai piitit ttbiapibi^ de QW*^ Pour fkire cooriattre lx>ut 
les travaux <tfes g^6metre$ swr cte 

,'de 



2 LIVRB VIII. CIIAPITRJ3 I. 

recherch.es relatives a la deformation infinimcnt petite, rochcrchcs 
qui conduisent, soit dans la theorie des surfaces, soit dans celle 
des congruences, a des propositions du plus haut inl<Sr<H, For- 
mulons d'abord d'une maniere precise Tenoned du problcmc qui 
va nous occuper dans ce Chapitre et dans les suivants. 

Imaginons que Ton detachedePensemble des surfaces qui r<'sul- 
tent de la deformation d'une surface donn<5e (S) tmc famillc de 
surfaces dont (S) fera partie, c'est-a-dire unc suite continue do 
surfaces, represented en coordonne'es rectangulairespar two Equa- 

tion de cette forme 

? (X,Y,Z,) = o, 

ou l designe un paramelre variable et telle que la surface proposritt 
corresponde, par exemple, & la valeur zero de cc param<Hre Si 
x^y, z de"signent les coordonne'es d'tm poinl quclconquc cle (S) 
et si X, Y, Z sont les coordonne'es du point correspondant do la 
surface de paramelre , on devra avoir 

(i) 



On pent d'ailleurs supposer que X, Y, Z, fonctions de la va- 
riable t en m^me temps que de # Jt y, #, soient ddveloppables sui- 
vant les puissances de . Et comme X, Y, Z doivcnt sc rcduirc 
respectivement a x, 7, s pour t = o, on devra avoir 



X = iff -h 



(3) 



(2) 



; #2j72j2 3 d^signantdes fonctions inddpcndanics 
de , mais d^pendantes des deux parametres, qucls qu'ils soient, 
que Ton a choisis pour fixer la position du point (#,/, 5) sur la 
surface (S). Substituons les valeurs deX, Y, Z dans liquation (i) 
et 6galons & z&o les coefficients des diffe'rea.tes puissances de t. 
Nous ob tenons ainsi les relations 

dx d%i H- dy dy { -h dx d^ = o, 

dx dx z -h dy dy$ -h dx dz % -h i ( dx \ H- dy J -f fa j ) = o , 

-+>dydys + dzdzs+< d^doc^ H- dy^ dy % 4- AI dlvi n o. 

......................... ...... *t T 

+ dy dy n -f dx dz 
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qui permettront de determiner de proche en proclie les fcmc- 
lions inconnues x^ y t , z t . Si, par exemple, on pouvait integrer 
de la maniere la plus g<nerale le systeme (3) en obtenant pour 
les valeurs de X, Y, Z des series convergentes, il est clair que 
I'on aurait r^solu d'une manure complete par la mdihode des 
series le problem e de la deformation fmie de la surface (S). 

Envisage de cette maniere, le probl&me edge en premier lieu la 
determination des fonctions x< , y^ z { qui satisfont a la premiere 
des equations (3) 



U ) dx dxi + dy dy^ 

(Vest Immigration complete de cette equation aux diff&remielles 
Lo tales qui donne la solution de ce que nous appellerons dans la 
suite le problime de la deformation inftniment petite de la 
surface (S). 

Supposons que Ton ait Irouvd des fonctions x^y^z { v&ifiant 
les trois equations aux d^riv^espartielles qui sent comprises dans 
liquation (4) et consid&rons la surface (S') definie paries equa^ 
tions 



(5) X r 

On aura, en tenant comple de liquation (4), 

rfX'*-4- dY'H-<&'= cfc?*-4- dy*+- flU>-h t*(dx\ + dy\ -f- rfcj), 

de sorte que, si le param&tre t estinfiniment petit, la surface (S ; ) 
correspond point par point a (S), de telle maniere que les longueurs 
de deux courbes correspondanLes different seulementde quantit^s 
infinimcnt pelitcs du second ordre par rapport a t. Si Ton veut 
donner une forme enticement geom^trique a cet 6aonc6, on peut 
dire que la surface (S') est infinimenl voisine de (S) et que la diffe- 
rence des longueurs de deux courbes correspondantes tracees sur 
les deux surfaces est du second ordre par rapport 4 la distance 
qui s^pare deux points correspondants quelconques sur (S) et 
sur(S'). 

En comparant les formnles (5) aux. formules (2), on peut encore 
admettre que, #<, y^ z^ une fois connus, on pourra toiajours, et 
d*tme infinite de mani^res, determiner les fonctions x^ y^ 53.; 
iC 3 , , . qui entreat dans les puissances supgrieures de ;; de telle 
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sorte qnela surface (S') sera infmiment voisinc du second orclre 
d'une infinite de surfaces effeclivement applicables sur (S). D'imc 
maniere plus precise, si M' est le poinl dc (S') qui correspond a 
mi point M de (S), la difference geometrique cntrc le vcclcur MM' 
dont les projections sont 

X'-#, Y'-^, Z'-.s, 

ct le vecteur MM' qui r^unirait Ic point M au point corrcspon- 
dantM" d'une surface rigoureusement applicable sur (S) el cotivo- 
nablement choisie, sera une grandeur gcometrique inflniincni 
petite du second ordre par rapport au segment .MM", au moins 
dans toute 1'etendue d'nn segment fini dc la surface (S) ( '). 

Si, par les diflferents points de (S), nous mcnons les veeuws 
MM', ces vecteurs indefimment prolongds cngcndrcronl imc con- 
gruence de droites que nous appellerons les directrices dc la dt> 
formation infiniment petite. Quant k la grandeur MM f , nous 
1'appellerons le module de la deformation. 11 csl ciair qu'unc (l<5- 
formation est dtermine si Ton connait, pour chaquc poinl dc (S), 
la directrice et le module de la deformation. Cotmne l'c ( qtulion (4) 
ne change pas de forme lorsqu'on y, multiplic x\ , y^ 3i par tmo 
constanLe, nous pourrons supprimer le facleur t el considdrer lo 
module comme une quantit^ finie 



en nous souvenanlque, si Pon veut obtcnir une surface (S 7 ) r<5sul- 
tant de la deformation infiniment petite dc (S), il iaiulra porter, 
a partir de cliaque point, sur la directrice de la deformation uno 
longueur e^1X/, s d^signant une constantc infiniment polite <jucl- 
conque. On voit que le module pent toujours fitrc multiplies par 
une eonstante. 

853. Si Ton imagine les coordonudes #, y, z exprim<Ses cu 



0) II est bon de rcmarquer que cette proposition uc caract&risc pa la sur- 
face (S') dans le cas oh la surface (S) est plane. Toute surface infinimem voisine 
d'un plan salisfait ici d la definition de la surface (S') sans qu'on puisso dire 
qu'elle rdsulte de la deformation Infiniment petile du plan, Le Iccteur $e reodra 
compte aise*ment de la r a is on de cette exception. 
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fonction de deux variables a et <>, liquation aux differentielles 
lotales (4) se d^composera dans les trois suivantes : 

^1 ty.%y\ d dj ___ 
du du du ~du "*" du, "die " > 

^4-^^J-^flZi &dy\ ^f^fl ^ d*l 

d9 du du dv dv du "*" "du dv "*" dv "du "*" 55 "3JT ~" ' 
da? da?i djr c^i d^ ^! _ 
3p dv dv dv Jv ~dv ~~ " 

Quant aux autres Equations comprises dans le systeme (3), 
si Ton cherche a les int^grer successivement, elles se ramenent 
loutes au type saivant : 

dx_ dxt dy_ dy^ dz dzt _ 
~du du du "du + du du ~" /} 
dx dxi dx dxt 
dv Ju^du T7 4 "'" "^ 



qui ne differe du prcdent que paries termes da second membre 
A/, B/j G/, ces lermes tant chaque fois des fonctions connues de u 
et de P. Or, il rdsulte d'une proposition de Gauchy que Von sait 
toil/ours integrer par des quadratures un systeme quelconque 
d'equations Lin&aires aux derivees partielles avec second 
membre toutes les fois que Von sait integrer d'une mani&re 
genrale le m&me syst&me QU les seconds membres ont ete sup- 
primps. En utilisant ce r^sullal dans la question qui nous occupe, 
on pent done noncer la proposition suivanle : 

Quand on saura trouver de la maniere la plus generale les 
termes tx^ ty^ lz^ des series (2), on pourra, par de simples 
quadratures, determiner successivement tous les autres. 

En d'autres termes, quandon saura resoudre d'une maniere 
complete le probleme de la deformation infiniment petite, tel 
que nous I'avons 6nonc&, on pourra, par de simples quadra- 
tures^ rdsoudre le mime probl&me avec line approximation, 
non plus seulementdu second ordre, mais de tel ordre que Von 
voudra. 

854. Ces remarques g6n^rales une fois prsentes, revenons a 
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1' equation (4) et,ponr rinterpr<$terg<k>mdtriquement, considcrons 
la surface (S<) lieu du point dontles coordonnees sont # 1? y\, s,. 
Cette surface correspond point par point a (S) eL I'equulion (/{) 
exprime evidemment que les lments lineaircs corrcspoiulants 
des deux surfaces sont toujours perpendiculaircs. Ainsi le pro- 
bleme de la deformation infiniment petite de (S) cquivaut a la 
determination des surfaces (S^ qui correspondent point par point 
a (S) de telle maniere que les Elements lineaires corrcspondaiils de- 
finis respectivement par les projections dx^ dy, dz ct d%i, dy\,dz\ 
soient orthogonaux. Nous avons dcja rencontre [I, p. 3:>,/f, >f>] co 
mode de correspondance, etudie en premier lieu par M. Moutard ( ' ) 
etM. Ribaucour ( 2 ). Voici comment ces deux gcoimUres avaiont 
ete conduits a se poser ce problcme dit des elements rvcUtngn- 
laires. 

Considerons deux surfaces (S), (S 4 ), applicables 1'unc sur I'auirc. 
Si nous designons parX, Y, Z; Xj, Y<, Z 4 Icscoordonn^osn^clau- 
gulaires de deux points correspondants sur ccs surfaces, on aura 



dX J -t- rfYf -h dL\ , 
ce que Ton peut 6crire 

-4- d(\ - 
Si done on pose 



=jK-h/i, Y!=7 7!, ou 

Z =J5-f-Ji, Zi = ^ ^Ji, 

il viendra 

dy dy\ 



Ainsi, lorsque deux surfaces (S), (S,) w/i/ applicable^ Cnn<* 



C 1 ) Fbz/' MOUTARD, ^wr la deformation des surfaces (JBulfatin dc la So 
Philomathique, annce 1869, p. 45, stance du 12 juin), ainsi quo Ic M^aiuirc ct la 
Note inserts aux Comptes rendus, t. LXX, p, 83/j cl d<Sjfc signal^ [H, p. 53], 

( 2 ) Les premieres recherches de M. Ribuucour, donL la Science dtiplorc lu mort 
r^cente et pr^matur6e, remontent k peu pros a la m6mc<ipoquc cl aonL conicnuoa 
dans la Note Sur la th&rie de I 3 application des surf aces I'une sur r 
ins^ree an Bulletin de la Societe Philomathique, annee 1869, p. 37, 
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sur Vautre, la surface (S), lieu du milieu des segments WA^ 
dont les extremites sont des points correspondanls sur les deux 
surf aces } et la surface (S<) obtenue en menant par un point 
fixe quelconque de Vespace des droites paralleled et proper- 
tionnelles aux segments MM { se correspondront point par point 
avec orthogonalit& des elements lineaires. El, reciproquement, 
si deux surfaces (S), (S.,) se correspondent avec orthogonalite 
des elements lineaires } et que Von ?nene, par chaque point 
de (S), deux dr rites, e gales et de sens contraires, paralleles 
et prop or tionnelles au rayon vecteur qui joint un point fixe 
de Vespace au point correspondant de (S<), les extremites de 
ces deux vecteurs decrivent deux surfaces (S), (2j), applicables 
I'une sur I'aulre. 

Ainsi il revienL an mme dc chercher un couple de surfaces 
applicables I'une sur I'aulre, ou un couple de surfaces se corres- 
pondant avcc orthogonalile des Elements lineaires. Mais il importe 
dc remarquer que, si Pon sail r6soudre le probleme des elements 
recta ngulaires pour une surface (S), c'esl-a-dire trouyer toutes les 
surfaces qui lui correspondenL avec orthogonality des ^Umenis li- 
neaires, on ne saura pas pour cela determiner loutes les surfaces 
applicables sur (S). On pourra seulement connaitre des couples 
de surfaces applicables Tune sur I'aulre et conlenant des constanles 
ou des fonctions arbitraires. 

855. C'est dans une Communication presentee par Tauteur a 
la Soci^tc malh&naliquc de France, le 17 d^cembre 1878 (*), qu'a 
<5t6 dtabli pour la premiere fois le lien entre le probleme des 
6l&nenls rectangulaires et celui de la deformation infiniment 
pctilc que nous avons signal<5 plus haul. Si Ton emploie les defi- 
nitions que nous avons adoptees, la proposition qui a servi de 
point de depart aux rccherchcs de M. Moutard prend la forme 
suivantc : 

Lorsqiton connait une deformation infiniment petite de (S) r 
si Von porte apartir de chaque point de (S) sur les droites di- 



( J ) CcUe Communication cst reside incite. \ 7 oir une Note Sur les Equations 
aux de'rive'es partielles ins<Sr6c aux Comptes rendus, t. XGVI, p. 766 ; mars i883. 
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rectrices de la deformation deux longueurs egalcs el cJc sens 
contraires, proper lionnelles au module de la deformation, on 
obtient un couple de surfaces applicable^ Untie st/r Vanin*. 

Et re'ciproquement : 

Si deux surfaces (S), (S, ) sont applicable^ Vune sur C a litre, 
la droite MM| qui joint deux points correspondents civ ces sur- 
faces est a la fois la directrice et le module d'une deformation 
infiniment petite pour la surface (S) lieu du milieu de MM,. 

Depuis ces premieres recherches, M. Lecornu (') el He I Irani i ( a ), 
dans deux Memoires imporlants, publics en 1880 ct i88a, so soul 
preoccupes de I'e'lude detaillee des forces quc moi en jou la <lc 
formalion infiniment petite d'nne surface donncc, M^VVin^arlcn 
a repris la question en se placant au point dc vuc de la (l<5o- 
metrie( 3 ). D'importants resultats rclatifs an problcino dcs olonionls 
rectangulaires se trouvent aussi dans differcnts MYunoiros do 
Ribaucour ? de MM, Biancbi, CosseraL, Guicliurd, etc., el senml 
exposes plus loin. 

L'anteur va developper ici les methodes directes qn'il a suivies 
des 1882, dans son enseignement dc la Faculld. 

856. En voici une que nous allons indiquer rapidcment. 
Soil a resoudre 1'equalion 

(6) dx dxi -h dy dyi 4- dz dz = o. 

On demonlrera facilement que Ton pent loujours trouver irois 
fonctions a, b, c tclles que Ton ait idcntiqucment 



(7) 



dv L = c dy - 

dyi adz c dx, 

dzi = b dx -r a dy, 



() L. LEGORNU, Sur Vequilibre des surf aces flexibles et inex tens W les (Journal 
de VEcole Poly technique, XLVIII 9 Cahier, p. 1-109; ^o). 

( a ) E. BELTIUMI, SuW equilibria delle superficie flessibili cd incsttwdibili 
(Memorie delle Science dell' Istituto di Bologna, scric IV, lomo HI, Go.nnaio 
.1882). 

( 8 ) J. WEINGARTEN, Ueber die Deformationen einer biegsamen 
baren Flache ( Journal de Crelle, t. C, p. 296; 18 
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an moins lanl que la surface (S) lieu du point (#, JK, s) ne se re- 
duil pas a une courbe ou a un point ( i ). 

En eflet, inlroduisons six fonctions a, b, c; a', 6', c' telles que 
I'on ait 

dxi cdy V dz, 



d^i = b dx a' dy. 

Si Ton porte ces valeurs de dx {} dy^ dz { dans Peguation (6), 
il vient 



(a a') dy ds + (b ') dx dz + (c c'} dx dy = o. 

Comme il ne peut exister aucune relation de cette forme en 
xj dy : dz, on doit done avoir 



ce qui donne les formulas (7). 

De la resulte une premiere solution du probleme des elements 
recLangnlaires. 

En cffel, si Ton prend pour a, 6, c cles constantes, on peut 
intcgrer les equations (7) et Ton a, a, (3. y designanl de nouvelles 
constantes, 

#!= an- cy - bz, 



On reconnatt ici les expressions des composanles de la vitesse 
(Fun point quclconque dans le mouvement d'un solide invariable. 
Ainsi cetle solution pour laquelle la surface (S^ lieu du point 
(# |7 }'+, ^) serait un plan correspond, non a une deformation, 
mais a un deplacement infiniment petit de (S); en effet ? deux 
surfaces cgales sont videmmenl applicables Tune sur Tautre. 



(*) Si (S) scr^duil ^ une courbe (G), on verra faeilemcnl que la surface (S,) 
lieu du point (#,, y^ s^] nc peut 6lre qu'unc d^veloppable (A) donl les plans 
tangents scront perpend icutaires aax tangentcs de (C). Alors, a cbaque point 
M(#, 7, s) de (C) correspondent lous les points M/a^, y t , t ) de (A) siLu^s suv 
la 6n<5ratrice de contact de celui des plans tangenls de A qui est perpendiculaire 
k la tangcnte en M a la courbe (C). 

Si (S) se re*duil a un point la surface (S t ) est entierement inde'termine'e. 
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887. Laissant de c6te ce cas exceplionnel, revenons uux for- 
mules (7) et exprimons les conditions d'inldgrabilile. Si nous 
supposons , exprimde en fonction de x et dc y ct si nous desi- 
gnons par p^ q { ses derivees premieres, on aura d'abord 

Si 1'on remplace dz par p dx + q dy, les expressions de dx { , 
dy { prennent les formes suivantes 

dxi = (c qpi ) dy pp\ dXy 
(9) 

de sorte que les conditions d'integrabilite nous donncnt 



- , - - 

Eliminant c par de nouvelles derivations, on trotivc 



on, en developpant et designant par r^s { , t { les derivocs secoudes 



(H) 

L'integration de cette Equation lindaire fera connaitrc z\ ; puis 
les Equations (to), qui donnent les deux derivcScs dc c, etles Equa- 
tions (9) permettrontde determiner c, x^ y\ par dcs quadratures 
de diff&rentielles lotales a deux variables. 

8S8. La principale difficult^ cst.donc J'int6gratioti dc liqua- 
tion (11). Donnons d'abord Interpretation gc5om<5triquc do colic 
equation. 

Si 1'on adjoint a la surface (S) la surface anxiliairc (S ) lieu du 
point (x, y, z { ), les points correspondents dcs deux surfaces sont 
toujours sur une m6me verticale et liquation (i i) ci prime 
que les lignes asymptotiques de I 3 une des surfaces, projet&es 
verticalement sur Vautre, y ddcoupent un syst&tne conjuffuti. 

En effel, les lignes asymptotiques des deux surfaces (S) ct (S ) 
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soul respecti vernem definies par les equations diff&rentielles 

7* efo? 2 -h 'isdx dy 4- t dy* = o, 
/'i dx*-+- 2$i dx dy -t- t dy^ = o, 

qiii feronL connaitre les projections de ceslignes sur le plan des xy\ 
et i'equation (u) exprime qu'en chaque point de ce plan les di- 
rections relatives a Tune des surfaces divisent liarmoniquement 
1'angle forme par les deux directions relatives a Faulre surface, 
Etant donnes une surface quelconque (A) el. un point O, pro- 
posons-nous de trouver une surface (A ) telle que la perspective 
de seslignes asymptotiques sur (A), obtenue en prenan tie point 
pour point de vue, dessine sur (A) un systeme conjugue. II suffira 
de faire une transformation homographique qui rejette le point 
al'infini, el I'on sera ramene au probleme precedent. Par exemple, 
si I'on veut determiner toutes les surfaces pour lesquelles les lignes 
asymptotiques vues d'un point paraissent se couper a angle 
droit, il suffira d'effectuer une transformation homographique re- 
jetanL le point a Finfini et de determiner les deformations infi- 
nimeatpetites de la surface du second degre qui correspond, apres 
cctle transformation, a une sphere de centre 0. 

859. Appliquons les methodes preccdentes au paraboloi'de de- 

fini par liquation 

z = xy. 

L'equation (i i) nous donnera ici 

$1 = o. 

Pour lacommodite des calculs prenons 1'intdgrale sous la forme 
(la) a 1= rXVY', 

X designant une fonction de x et Y une fonction de y. Les in- 
connues c, x^ y\ se d^termineront sans difficult^ et Ton aura, en 
choisissant convenablement X, Y et adoptant les notations les 

plus simples 

' 
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La surface ainsi oblenue, qui depend de deux fonclions arbi- 
traires, a ses lignes asymptoliqucs delermiriecs par l'<Squalion 
differenlielle 



ou les variables sont separees. 

860. Noiis ferons connaltre plus loin des propositions <m(>ral<s 
d'apres lesquelles le resullal precedent pent ctrc dlcmlu a loulo 
surface da second degre. Mais, des a present, il cst bon do ro- 
marquer a priori que le probleme de la deformation infminionl 
petite peut tre resolu pour toule surface du second do^re. Nous 
avons vu, en effet, que toute surface regie e ad me I uno serie de 
deformations finies dans lesquelles ses generatrices dc.mruront 
rectilignes. A ces deformations finies correspondent clvidoniment 
des deformations infiniment petites qui dependent d'unc fonolion 
arbitraire aune variable. Or, comme unc surface du second clogrc 
est doublement reglee, 1'applicalion dc Ja reinarqne ])roc('dcnl(^ 
nous en fera connaitre des deformations infiniment petiles, (|ui so 
distribueront en deux scries bien distincles, se rallaclianl. rospoc- 
tivementaux deux systemes de genei\a trices. El comme Jos ('xj na- 
tions du probleme de la deformation infinimonl jxitite sont li- 
n^aires, il suffira de superposer ces deux series pai'ticttlif'res 
de deformations infiniment petiles pour obtenir la solution la 
plus generate du probleme propose. 

En terminantceChapitre nous indiqueronsrapiclcment comment 
1'etude et la solution dxi problftmc dc la deformation infiuimnnf. 
petite de la sphere peuventetrerattacbees a la llicorie des surfaces 
minima. 

861. Soil 

(14) tf-^y*^ -2 = [ 

liquation de la sphere donn<5c (S) et soil (S<) la surface, lieu du 
point (xt,y { , 5^, qui lui correspond avcc orlhogoualil6 (los 6J<> 
ments, de sorte que 1'on ait 

(i5 ) dx dxi -4- dy dyi H- ds dz = o. 

Ddsignons toujours par M, M 4 deux points corrcspondanls sur 
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Ics deux surfaces et menons par le point M, une droite M { E pa- 
rallele au rayon de la sphere qui va aboulir en M. Nous aliens 
monirer que la droite M { li engendre une congruence isotrope, 
c'est-a-dirc [I, p. 420] qu'elle est langente a deux developpables 
circonscrites au cercle de 1'infini. 

Nous rattacherons cette proposition partieuli&re a une autre 
plus generale que nous relrouverons plus loin (n 891) et qui est 
due a. Ribaucour. 

SoienL M, M, deux points correspondants sur deux surfaces 
quelconques qui se correspondent avec orthogonalite des ele- 
ments; menons par le point M< la droite M,H parallele a la nor- 
male de la surface (S) en M; et, de plus, effectuons la represen- 
tation sph&ique dc cette surface (S) sur une sphere de rajon i 
ayant son centre en un point 0; soit Om le rayon de la sphere 
parallele a la normale de (S) en M; nous allons determiner les 
plans focaux de la congruence engendree par la droite M, H. 

A cet e(Tct, deplacons-nous de telle maniere que M<H engendre 
une dcs developpables de la congruence. LepointM viendraennn 
point infiniment voisin M 7 et dem^meMi enM^, men m f . Leplan 
tangent dc la developpable suivanl M, H est parallele an plan deter- 
mine par Ics deux rayons consecutifs de la sphere 0/?2, O/?i 7 ; et, 
par consequent, il en est de meme de la direction M { Mj. Or, 
cette direction MjMj doit tre deja perpendiculaire a MM'. Elle 
devra done sc confondre avec 0/?z s'il y a dans le plan m Om ! une 
scale direction perpendiculaire a MM ; . Comme il est impossible, 
on Ic rcconnaitra aisement ( i ), que M<Mj soit parallele a 0/w, il 
laut que MM ; soit perpendiculaire a deux droites distinctes du 
plan mOm f , c'est-a-dirc a ce plan. Or, ceci revient a dire que la 
langcnle MM'dc la surface (S) doit tre perpendiculaire a son 
image sph<5rique, c'est-a-dire doit ^tre une tangente asymptotique 
[J, p. 20 ij. Done, aux developpables de la congruence engen- 
dree par MjH correspondent les asymptotiques de (S) on, ce 
qui revient au mme, les deux plans focaux de la congruence 



(') Si M^Mi (Stait paraltele k Om, les plans tangents aux deux surfaces (S), 
(SJ en M ct en M t seraient rectangulaires, ce qui est impossible, car alors a tous 
Ics emplacements s'effcctuant autour dc M correspondrait toujours le m&ne d6- 
placcment infmiment petit a partir de M, sur (Sj. 
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engendree par la droite M<H sont pcrpendicalaires aux tan- 
gentes asymptotiqtt.es de (S) en M. 

Appliquons celte proposition, qiu a etc enoncee par Flibaucour 
au n 188 de son Etude sur les Elassol'des, au cas ou la surface 
(S) est une sphere de centre 0. La droite MJI dcvicnt la paral- 
lele au rayon OM de la sphere (S); les tangenles asymploliquos 
de (S) sont les generatrices rectilignes de la sphere qui passonl 
en M. Par suite, les deux plans focaux de la. congruence en- 
gendree par la droite M< H, etant perpcndiculaires & dot 
droites isotropes, sont necessairement isotropes, c'cst-a-dirc 
tangents au cercle de Finfini, et les deux nappes de la surface 
focale de cette congruence sont des developpables isotropes. 

862. Le calcul suivant conduit au meme r<5sultat. Les c.oor- 
donnees d'un point quelconque de M^ ont pour expressions 



Pour determiner les developpables de la congruence, <^xpri- 
mons qu'il existe un deplacement dans lequel cc point decrit unr 
courbe tangente a la droite, Nous aurons 



3? y 

ott, en introduisant une inconnuc auxiliairc < 



(16) 



p clz = s 



Si 1'on multiplie ces equations respectivcmcnt par dx, d\\ 
dz et si on les ajoute en tenant comptc des relations (i/j) el (10), 
il vient 

p (da? 2 -+- dy* H- dz*} = o. 

Comme p ne pent 3lre nul, on voit quo les dgvoloppablcs do la 
congruence correspondent aux lignes de longueur nullc dc la 
sphere, ce qui ^quivaut au r^sultat ddja 6labli par la Gdomtftrio. 

863. Dans les rapides indications que nous avons donndes [I, 
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p. 419-4^1] sur les congruences isotropes, nous avons signale 
une propriete de ces congruences, a savoir que les surfaces 
r<%ldes elementaires contenant une droitc quelconque de la con- 
gruence ont toutes, pour cette droite, le mme point central et le 
mtone parametre de distribution; d'ou il resulte que la surface 
moyenne (lieu du milieu du segment focal) contient les lignes 
de siriction de toutes les surfaces reglees formees avec des 
droites de la congruence. Or il est tres aise de montrer que cette 
surface moyenne est id la surface (S<). 

En effet, si Ton considere, d'une maniere generale, une surface 
reglee engendree par une droite dontlescosinus directeurs seront 
designs par x, 7, z, il est evident que dx, ay, dz sont les para- 
metres direcleurs de la normale au plan central, puisque cetle 
norraale, perpendiculaire a la generatricc, est, en mme temps, 
parallele au plan langent a rinfini. Done si x<, y iy z, sont les 
coordonn<es d'un point de la ligne de striction, on a 

dx dxt -H dy dy { + ds dz = o, 

en tons les points de celte ligne et seulemem en ces points. Ceite 
relation etant identique a Tequation (ID) et se trouvant verifiee 
pour chaqxie point de la surface nioyenne, il en resnlte la propriete 
annonc<5e. On penl done enoncer la proposition saivante, qui est 
due a Ribaucour ( 1 ) : 

Pour obtenir la surface la plus generate correspondant par 
orthogonalite des elements a la sphere, il suffit de prendre la 
surface moyenne de la congruence isotrope la plus generate. 

On a vu [I, p. 420] que l'envelopp<e moyenne d'une telle con- 
gruence est une surface minima. 

En rapprochant du reste les diflferents raisonnements que nous 
venous de faire on voit que, settles, les congruences uotropes 
jouissent de la propri6te d' avoir les lignes de striction des 
differentes surfaces riglies que Von peut former avec les 



(') A* RnuiJCQUR,, tude des JElasso'ides ou surfaces a courbure moyenne 
nulle. Chapitre VIII (M^moire dej^i ciuS [I, p. 
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di'oites qiti ies composent, toutes distributes sur une meme 
surface ( i ). 

864. Revenons a la relation (i5) el appliquons im thoorenie 
donn6 plus haul. Si, A" cUsi^nanl une constante, nous considorons 
Ies deux surfaces lieux des points (x\ + kx< y\ + A'/, z\ 4- A-G) ol 
(or i kx^ y\ ky-t z\ s), c'est-a-dire Ies surfaces oblcnucs 
en portant, dans Ies deux sens a parlir deM l3 sur Ies droites do la 
congruence isotrope, des longueurs egales a A", on aura deux sur- 
faces applicables 1'une sur 1'autre de tellc maniore quo Ies points 
correspondants soient a une distance invariable Pun dc Taiiln*. 
Reciproquement, silQseoctremitesd'un segment W { de, longueur 
constante, dont la direction depend de deux pantnwtrcs, 
decrivent deux surfaces applicables Vune sur l'(tutr<\ la 
droite PP^ engendre une congruence isotrope ( :i ), 



0) C'est d'aillcurs ce que Ton peut clablir dircclcmcnt commc il suil : 
Prenons une droile de la congruence pour axe des z el soicnl 

y ~ m'x, y = m" x 

Ies equations des plans focaux, s\ z" les z des poinls focau\. 

Pour determiacr le point central rclalif a I'unc des surfaces clonuinLam's con 
tenant la droile, il faut lui adjoindrc le point a 1'infini, his poinls focau\ el 
exprimer que le rapport anliarmonique des quatrc poinls dc contact csl ga) ti 
oelui des plans tangents correspondants, cc qui donnc 

i , 

m m' m ~~ 



z s" m m" 



m ctant le coefficient angulairc du plan central. Pour quo z suit invariable, il 
iaut que la fraction rationnelle 

( m m! ) (i H- mm") 
( m m" ) ( i -f- mm'} 

soit independante de m, ce qui donne, en dcartant Phypothesc i 

rri = m", 

3 =o, i-h /?i" a = o. 



Les plans focaux sont done rie'cessairenient isotropes. 

( 3 ) A. RIBAUCOTJR, M^moire cit(S (Chapitre VIII). Lc cas oi'i la direction du 
segment PP, ne depend que d'tm seul parametre a die* trait6 par M. CAUONNKT 
dans un article Sur les couples de surfaces applicables inscnS en iBcjU au 
tome XXI du Bulletin de la Societe mathematique de France. 
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Car la surface decrite par le milieu de PP 4 ct la sphere obtenue 
en anenanl par tm point fixe des paralleles a PP 1 se correspondent 
avcc orlliogonalile des elements lineaires. 

865. II nous reste a indiquer comment on determine la surface 
moyenne d'une congruence isotrope. 
Soient 



(18) (i ttj)# 1(1+ u\}y -+ 2 ms -h4 

les equations de deux plans tangents a deux developpables iso- 
iropcs [T, p. 34i]. Lcur ensemble represente line tangente double 
de ccs deux developpables, c'est-u-dire la droite la plus generate de 
la congruence isotrope defmie par ces developpables. II suffit de 
joindrc a ces deux equations celle AM plan moyen, c'est-a-dire du 
plan tangent a la surface minima corrcspondante [1, p. 296, 297], 

(19) (u + ui)x -h i(ui u)y-\- (uui 1)5 -4- = o, 
011 1'on a 



puis de resoudrc les trois equations pre'cedenteSj ce qui donne 



y 
J 






Telles sent Ics expressions des coordonne"es d'un point de la 
surface cherchec. Cclles du point correspondant de la sphere sont 



/ 1 
v 



et il cst tres aisd de verifier avec ces formules la relation iden- 
lique (i5). 

866. Nous terminerons en montrant comment on peut, dans le 
cas general, transformer 1'equation aux derivees partieiles a 
laquelle satisfait s considr6e coname f one lion de x et de y. 
D. IV. a 
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Remarquons d'abord quc Ics caracleristiques dc cello equation 
sontles lignes asjmploliques de (S); car lour equation cliflorcn- 
tielle esl [1, p. i33] 

/- dx* +- is dx dy + 



Si done on prend pour variables independantes Ics paramo Ires a 
et (3 de ces lignes asymplotiques, elle prendra la forme 



dz\ 



A et B se determinent sans calcul par la remarque suivanio : 
comme 1'equation (n), la prec^dente doil admcllrc les solutions 
parlicxilieres z { = x, z { =}' 

On pourra done 1'ecrire sous la forme 



da dp 



da 
dx_ 
da 
dv 
da 



dx 










C'est I'equalion ponclueHe relative au reseau plan (necessaire- 
ment conjugue comme Lous Jes rcseaux plans) forme par la pro- 
jection sur le plan dcs ocy des lignes asjmplotiqucs d<^ la sur- 
iace (S). 

On \erra plus loin que cettc equation ponctuclle a ses inva- 
riants e'gaux. 



LIVRE VIII. CHAJPITRE II. DEFORMATION INFINIMENT PETITE. 



CHAPITRE IL 

DEFORMATION LNFINIMENT PETITE. 
DEUXtEME SOLUTION : LES FORMULES DE M, LELIEUVHE. 

Introduction dirccLe des lignes asymptotiques. - Reduction clu probleme b 1'in- 
tegration d'unc equation aux denvees parlielles & invariants egaux ; ce qui 
montrc qu'on pourra obtcnir une suite iUimitee de surfaces dont on connattra 
Ics lignes asymptoticfiies ct pour lesquelleson saura resoudrc le probleme de la 
deformation inlinimcnt petite. Formules de M. Lelieuvre. Leur demon- 
stration directc. Comment on pent en deduire, par une methode rapide, la 
solution du probleme de la deformation infmiment petite. Applications de 
ccs formulcs. Proprie"^ dc la representation spherique des lignes asympto- 
tiques qui raontre que cettc representation sph6rique ne saurait etrc clioisie 
arbitraircmcnl. Theoreme dc M. Komigs : les perspectives des lignes asym- 
ptotiques SUP un plan quelconquc determinent un r(5seau plan (necessairement 
oonjugu6 comme tous Ics rescaux plans) a invariants ponctuels egaux. In- 
terpretation geometrique de 1'egalite des invariants pour 1'equation lineaire 
ponctuelle ou tangcntiellc relative a un reseau conjugue trace sur une surface 
quelconque. Element line"aire d'une surface rapportee a ses lignes asym- 
ptotiques. Demonstration nouvelle du theoreme d'Enneperrelatif a la torsion 
<les lignes asymptotiques. Application aux surfaces a courbure constante. 
Quand on suit rc 4 soudre le probleme de la deformation infiniment petite pour 
uue tclle surface, on sait le faire aussi pour toutes celles qui en derivent par 
la transformation cleM. Bianchi. Formules analogues a celles de M. Lelieuvre 
quand Ics variables ont et< choisies d'une maniere quelconque. La solution 
generate clu probleme de la deformation infiniment petile ecrite avec des va- 
riables quclconques. 



867. La scconde meihode quc nous allons exposer, pourre- 
soudre le probleme dc la deformation infmimenl petite, c'est- 
a-dire pour Irouverles fonclions les plusg^n^rales^j,^,^^ qui 
verifieal 1'equation aux differentielles totales 

( i > dx d%i -h dy ctyi 4- ds dz = o, 

repose sur 1'emploi presque imm^diat du syst^rne de coordonn^es 
forme avec les deux families de lignes asymptoliques. Conservant 
les notations habituelles relatives ^. la surface donn6e (S) lieu da 
point (#, y, js), d^signons par/?, q, /*, s, t les derivees premieres 
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ot secondes de z consideree coramc fonclion do .#, y cl rom- 
placons dz par sa valeur pdx + q dy. L'equalion (r) devicndra 



On pent done poser 



r, designantune inconnue auxiliaire. L'equalion (i) esl done roni- 
placee par le groupe des Irois suivanles 



/ dz = 



z = p dx -h g dy, 



Pour eludier Tintegration de ce sysLemc, nous clioisirons 
comme variables inclependanles les paramolrcs des li^nos nsyin- 
ptotiques de la surface (S). Comme cos ligncs sonl, dclinies par 
i'equation differentielie 

dp dx -h dq dy = o, 

on voit que, si Ton designc Icurs paramclres paraol (3, r<'<|ual-io 
precedenle devra conLenir le seal Lcrine en <7a d$] el Ton aura, par 

suite, 

dp dx dq dy __ dp dx dq dy __ 
da da + da. 5a "" ' ZJ^ 5p" "^ 5^ 5f " ' " 

On peut done poser, en introduisanl doux inconnucs auxi- 
liaires X et pi, 



Mais, comme oa a 



II vient, en ecrivant la condition d'inl<%rabilit<$, 

d ( dx dy\ d 
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el en developpant, 

. <ty? dx_ ^ dp dx dq dy dq dy __ 

U } d$ <fe ^S^SpST"""^;^- ' 

Remplagons, dans cette relation, les derivees de x et de y par 
leurs valeurs deduites des equations (3); nous trouverons 



Done, comme on a implicitement ecarte I'hypotaese ou (S) 
serait developpable, il vient 



ol les formules (3) peuvent ^Lre reniplacees par les suivantes 






dy _ , dp a/ __ , dp 

^"~ A ' - A ' 



(|iii joueni un r61e fondamental dans la theorie des lignes asym- 
ptotiques. 

R6ciproquement, toutes les fois que les equations (5) seront 
verifies, il en sera de m&nae de la condition d'integrabilite (4), 
Tcxpression pdx + qdy sera une difKrenlielle exacte dz] etla 
surface (S) lieu du point (x^ y, z] admettra a et pour para- 
metres dc ses lignes asymptotiques; car, en yertu des equa- 
tions (5), on aura identiquement 



On v^rifiera d'ailJeurs aisement que, si r, j, designent, comme 
nous 1'avons suppose, les d^riv<5es secondes de s consid^r^e comme 
fonction de #, y, on a 

-T=# 

carles premieres equations (5) peuvent s'ecrire 



22 
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et donnent, par Miinination du quotient dcs derivees , la re- 

lation 

(6) i=Xs(**-/-0. 

868. Ces formules relatives aux lignes asymptoliqucs (Hani 
etablieSj revenons au probleme propos< ct supposons qu'on ait 
pris pour variables independantes les paramctres a et [i. On aura 
le sysleme (5) et il restera a integrer les deux equations 



f dx dzi\ 7 / d.r 
-^r^+q % - J dec - (^ ^ 



+ q - 



dx, = n dy -p ds { = r -p da. -h ( r, -p 

En ^crivant les conditions d'int^grabilil^, on oblicuL les doux 
conditions 



(7) 



qui sont a la fois n^cessaires et suffisantes et qui feront eonnatlrr 
r { zlz { . 

Si 1'on y remplace les derivees de x et de y par lours valours 
tiroes des equations (5), on a 



ou, plus simplement, 
(8) 



-i . r t 

~r A - 3 

da da 



dp 



Ainsi, tout se ramene a V integration gln&rale de ce system?., 
integration qui fera connaitre z { et r { ; aprs quoi #< cly^ se d<i- 
duiront des formules (2) par de simples quadratures. Tellc cst la 
marche gen^rale et tres simple de la solution. 
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869. Considerons d'une maniere g^nerale le systeme 

^ = _A~, 
da da 

du . dv 



ou u et 9 designent deux fonctions inconnues et ou X est cette 
fonclioa de a et [5 qui figure dans les Equations (5) et (8). Ces 
diflerenles equations exprimenl purement et siraplement que ce 
syst^me (A) est v6rifie, si Ton y remplace u et v soit par x et q, 
soit pary et/?, soit enfin par ^^ et r A . On voit done que, des que 
Von connaitra des formes de lafonction \ permettant V inte- 
gration complete da systeme (A), il en resultera pour nous la 
connaissance d } une infinite de surfaces (S) dont on pourra 
determiner les lignes asymptotiques et pour lesquelles on 
saura resoudre le probleme de la deformation infiniment pe- 
tite* Ces surfaces (S) seront determinees en prenant pour y et 
p $ une part, pour x et q d'autre part, deuxsystemes quel- 
conques de solutions. D'autre part, pour qu'on saehe resoudre ce 
problime pour une surface donn^e (S), il faut pouvoir integrer 
le systeme (A) correspondant. Tout se ram^ne done en derniere 
analyse ik Fetude ct ^ Pint^gration de tels systemes. 

Or nous les avons deja consid^s [II, p. i^] et nous avons 
deja signal^ les rapports dtroits qu'ils pr^sentent avec les equa- 
tions a invariants ^gaux. En conservant la notation adoptee au 
n 390, nous savons que r^limination de wnous conduiraal'equa- 
tion 



(9) U 
ct celle de 9 a la suivante 

(10) 

, Cfc/ \ l / 1 IT 1 ^ 2;5 

ou o (5) d^signe le symbole - g^gg' 
D'apres cela, si Ton pose 
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Tequation 

(ii) $(,;) = /c = $(/X) 

doit admettre les solutions particulieres 



que Ton obtient en remplacanl, dans 1'equalion (9), r par los dif- 
terentes valears qu'il peat recevoir. Les Irois premieres solutions 
seront connues des que Ton connailra la surface (S). Dcsignons- 
les par 9,, 9 2 , 3 , ou, plus exactement, posons 



Comme /^ est unc fonction inconnue, nous poserons 



co etant la solution generale de I'cquaiion (n). Remontant do 
proche en proche, les formules (5) nous donncronl, d'abord 



et de 



et de la on dlduira rf5 par la formulc 

ds = /> dla? H- q dy, 

de sorte que, tout calcul fait, on aura les coordonn6cs,r,y, z par 
les formules 



(B) 



DEFORMATION INFINIMENT PETITE. DEUXIEME SOLUTION. 25 

et la surface correspondante (S,) sera definie par les formules 



(C) 



QO 62, O s etant Lrois solutions particulieres, et to la solution ge*ne- 
rale, d'une equation de la forme suivante (*) 



870. Un jeune geometre, M. Lelieuvre, a etc" conduit parses 
rccherclies personnelles aux Elegantes formules (B) qui definis- 
scnl unc surface rapportee a ses lignes asymptotiques ( 2 ). Voici 
comment on peut les demontrer par une methode simple et 
directe. 

Dcsignons pai^ c, o ; ? c' f les cosinus directeurs de la normale a la 
surface (S). On aura 



et de la on deduit, en difTerentiant la premiere equation par rap- 
port a p, la seconde par rapport a a, et retranchant, 



dc doc dc dx 



Comme 1'dquation differentielle des lignes asymptotiques est 



on obtient, en dgalant a z^ro les coefficients de rfa 2 , d$* dans 



( a ) Dans la Note d<ija cit<Se de 1870, M. Moutard n ? a pas publi^ sa methode, 
mais il aanonce quc la difficulte du probUme se ramene a Tint^gration d'une 
Equation de la forme (D). 

( a ) LELIEUVRE, Sur les lignes asymptotiques et leur representation sphe- 
rique (Bulletin des Sciences mathematiques, 1888, p. 126). 
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cette equation, les deux relations 

I dc 



Si 
dvt. dot, ' 



dc dx __ 



Les Equations (i3) et (i5) peuvenl etre remplacccs par les sui- 
vanles 



dx 
da 



. / ,dc" ,,dc'\ 

= A C'-T C"- ? 

\ aa oa / 



dc" 



dc" 



^=1(0^.^^), jj^c^-rfjj 



(16) 



ouX et [A. designenl deux fonctions auxiliaircs. Si 1'on subsliluc 
les valenrs ainsi obienues des derivees dc x, y, z dans la con- 
dition d'integrabilite* (i/f) il vient 



Le d^termiaant n'tont pas nul ('), on doil faire [J.- 
Portanl celle valeur de [x dans les formules (16) cl posant 

(17) c/X = Oi, c'/X = 2 , c'A=0, 

on obtient les formules definitives 



(18) 



Si Pon exprime enfin qne dx, dy, dz sonl des diff<Srcnticlk k s 



{*) Si le determinant 6tait nul, on aurait 



la surface serait d6veloppable. Or ce rdsultat est inconciliablc avcc 1'hypothosc 
que les parametres a et p des lignes asymptoliques sont des variables distinctcs. 
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cxactes, on est coBduil seulement a deux relations 



6 3 da dp 6 2 

qui nous montrent que 6 M 6 2 , 6 3 sont des solutions particulieres 
d'une Equation de la forme 

\a r\ 
(19) 



da dp ~ /lv " 
ct completent la demonstration des formules (B). 

871. Si Ton prend ces formules comme point de depart, la so- 
lution du probleme propose s'obtient d'une maniere nette et ra- 
pide. Reprenons en effet P equation a verifier 

dx dxi + dy dyi -+- dz dz^ = o, 

et remplacons-y dx^ dy, dz par leurs valeurs tirees des formules 
(B). En egalant a zero les coefficients de da 2 , d&dft, d$-> nous 
aurons les trois Equations 



da 



da 



da da da 

O t 2 3 

iA >A JA 

'v/1 wOg ""JS 

ja da da 



d$ 



dp dp 
"d^ dp' 



dp dp dp 
"da" da da 



Les deux premieres nous permettent de poser 



(20) 



-r 

da 



w 

t ,d9 2 



A, B, A', B' e*tant des fonctions auxiliaires, et la troisieme conduit 
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a la relation 

B-i-B':=:o. 

On peut done poser, en changeanl la notation, 



Ecrivons mainlenant les conditions d'inlegrabilil<5 pour 
, : nous aurons, par exernple, 



on, en developpanl et remplacant ,i par sa valcur dckluito do 
1'equation (19), 

> .A f)Oi/ A dw\ 

+- A' ) -h -TTT ( A. -, - )0. 

/ <>$ \ fa I 

Comme Tequation doit subsister quand on y rcmplace 0, par 
9 2 et 6 3 , il faul qu'elle ait lien identiquement; cc qui clonne 

A c)co . . Jto 

A = -r- , A' = Trf , 

Oy, dp 

dA c)A ; 
_^_ 

ou encore 



Rempla^ant A, A', B, B' par leurs valeurs dans les fovmulos (a<>), 
on retrouve bien les formules (C) dc noire premiere solution. 

872. Cette solution dearie, nous 1'avons ddja rcmarquc, le cas 
ou la surface (S) serait developpablc; mais, commc on sail ro- 
soudre le probleme de la deformation finie pour toutc surface cld- 
veloppable, on saura, par cela mfime, r^soudrc aussl cclui dc la 
deformation infiniment pelile. 

Pour le plan, par exemple, qu'on peul supposer rcprdsenlcS par 
Inequation 

on aura 

$i = hy H- a, yi=zhx~irb) 
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/i, a, i lant des consumes et ^, pourra tre choisi arbilraire- 
rneni. Nous rcvicndrons plus loin sur ce cas particulier. 

873, Revenons aux formules (B) cm 6,, (U, 6 3 sont lies aux co- 
sinus direcleurs c, c', c" de la normale par les relations (17), d'ou 
Ton deduit immediatement 



En subslituant c, c', c' 7 i 8,, 6 2 , 8 3 on peut encore ecrire les 
equations (B) sous la forme 



qui, d'ailleurs, se dedailimmedialement des formules (16) oil Ton 
rernplacera p. par X. La coraparaison des formules precedentes 
uvec celles qtie nous avons donnees d'apres Gauss au Livre VII, 
Cliapilrc 111 111, p. 2^2 et suiv.], permeL de faire une ^tude 
approfondie dc la surface rapportee a ses lignes asjmptotiques. 
Si Ton pose 



on verra ais6mcnl cjue Ton a 



ct Ton pourra appliquer ton Les les formules du Livre VII, Cha- 
pifcre HI, en y remplacant u et par a et ft, puis faisant les substi- 
tutions suivantes 

II = X 2 A, D = o, D' = 
d^signant le determinant 
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donl le carre a pour valeur 

(a5) f A = <*-/'. 

On trouvera, par example, que 1'dqualion diflerenliclle des 
lignes de courbure prend ici la forme 

(26) ed** = gdp 9 

et que 1'equation aux rayons de courbure principaux devicnl 



Et de la resulte la signification geometrique de \ : on u 
(27) A2 = -RR', 

R el R'designanl les rayons de courbure principaux. 

L'elernenl Hncaire d<r dela represenlalion spheriquc el cclui 
de la surface sonl determines par les deux formules 

& == e da* 4- g d^^r ifd* d$, 



donL la comparaison met en evidence lc llicoremc d'linnopcr 
[II, p, 899]. Pour chacune des lignes asymplolicjucs, la torsion 

^ a la meme valeur ^ egale a i/ ~ 

874. Attachons-nous plus parliculieremenl a la roprdsenlalion 
sph^rique. 

Nous elablirons d'abord une relation differenlielle onlre <?, /, /> 
qui monlre que la representation sph&rique des lignes asyin- 
ptotiques ne pent etre ckoisie arbiirairement. fieri vows en c.flol 
que 9,, G 2j 63 ou cyA> c'v/X, c^y/X sonl des solutions particuliiTCS 
dc l'equalion(D), nous aurons des relations tclles qnc la suivaulo 



ou, en developpantj 

, d*c dl dc d\ dc /r 

(30) 2/-r TO 4" TTJ T- + T- -So H-2ClA( -rV 

7 K 
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Multipiions cette equation par c et ajou tons-la aux equations 
obtenues en y remplacant c par c', c", nous aurons ime relation 



(3,) 



qui fera connaitre k en fonction de \ et dont nous ne ferons pas 
usage pour le moment. Mais, si 1'on mnltiplie liquation (3o) soit 

dc . dc , ,, . 

P ar 5a' so ll P ar 55' et <l u on 1 ajoute ensuile anx deux equations 

semblables obtenues en remplagant c par c f et c", il viendra les 
deux relations 



(32) 

d'ou 1'on tire 



II fatit done que Ton ait 




Oj) 

et il est evident que cette relation ( * ) n'est pas verifiee quand la re- 
prdscntalion spherique a ete choisie arbitrairement. Par exemple 
si /est mil, c'est-a-dire si les lignes asymptotiques sont supposees 
rectangulaires, elle prend la forme 



- =o, 



eL montrc que le svsteme orthogonal qui sert de representation 
spherique aux lignes asymplotiqnes doit 6tre isotherme. C'est unu 
connue des surfaces minima [I, p. 3o3]. 



(*) Ccttc relation diflterenliellc a 6td donn<5e pour la premiere foispar M. DINI 
dans un M^moire qui esL intitule : Sopra alcune formole generali deUa teoria 
dclle superficie, e loro applicazioni (Annali di Matematica, se*rie II, t. IV; 
p. i83) et a ddja 6t6 cite [III, p. 379]. 
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875. Reciproqnemenl, lorsquc la condition (3/}) esL vrrifiee, 
les courbes spheriqnes de paramelrcs a el [3 son I la representation 
spherique des lignes asymplotiques d'une se>ie de surfaces, LouLcs 
liomollieliques a Tune quelconque d'cnlrc elles. Pour le raonlrcr, 
nous nous appuierons sur la rcmarquc suivanlc. 

Lorsqu'on connait un element lineaire dc la sphere de rayon i 
defini par la formule 



les coordonnees c, c', c" da point de parametres a et (J satisfonl 
tonjours a une equation lineaire de la forme suivanlc 



car celte equation contienl Irois fonclions arbitral res //, A 1 ', l f 
dont on pent disposer de lelle maniere qu'cllc admcllc Irois solu- 
tions quelconqu.es donnees & 1'avance, el, en parliculicr, C, c 1 , c rt . 
Cela pose, je dis qu'on pent toujours exprimer A 7 , //, I 1 on fonctioii 
deTel^inerit lineaire, c'esl-a-dire de e,/, g et dc lours derivties. 
En effet, si nous op (irons commc nous 1'avons fait plus lutut, si 

nous multipliers l'6qnation (35) successivcmenl par , ( -~y ^ el, 

si nous ajoutons chaque fois les Equations semblables oblcnucs en 
y remplacanl ^ par c, c f , </ 7 il viendra les Irois relations 



(36) 



i de 

__ 



qui ctablissent le r^sullal annonc^. 

Or, si la condition (34) esl vcrifiee, i] cxislera une fonclion \ 
v^rifiant les equations (33) on les Equations 6quivalentes (3); 
par suite, les deux dernieres Equations (36) nous donncronl 



de sorte que liquation aux derives parlielles (33) aura se$ inva- 
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riant* egaux et pourra prendre la forrnc 



Des lors, lesfornuiles(B / ) seronL integrables et nous donneront 
une surface admeltant pour ses lignes asymptotiques Ja represen- 
lalion spheriqne donnee. Commc \ n'est determine qu'a im fac- 
tcur constant pros, on pourra remplacer cetle surface par Tune 
quclconquc des surfaces homotheliques. 

fl resulic dc celte analyse que, dans Le cas oil I' on a pris 
comme variables fes parametres des Lignes a&ymptotiques, et 
dans ce cas settlement, ^equation aux derivees partielles de la 
forme (35) a laqaeile satis/out les cosinus directeurs de la 
nor male ft ses invariants egattx. 

M. Kocnigs a doune une forme plus g^omelrique encore a cet 
enonce (' ). 

c, c', c", o sont les coordormees homogenes du point ou Ja 
normalc coupe le plan de Pinfini. On peut done dire que les 
traces sur le plan de Vinjlni des surfaces regimes engendrees 
par les nor males & la surface en tons les points des differente* 
lignes asymptot/ques forment tin reseauplan (necessairement 
conjugut comme tons les rtseaux plans) a invariants egaux. 

Car I'equuiion ponctueJle [I, p. ri a] relative a ce reseau con- 
jugal efit pr<SctscmenL 1'equatiou (35). En iransformaxit par po- 
laires reciproques, relativement a une sphere quelconque, et re- 
marqnaiil quc les ligues asjmpLotiques se conservent Jans cette 
transformation, on voit quc : 

Les perspectives des lignes asymptotiquessur le plan de V in- 
Ji ni forment un reseau a invariants egaux. 

876. La definition des lignes asymplotiques elant projective, ]a 
proposition particuliere que nous venons d'^tablir entraine im- 
mediatemcnt la suivanle ? comme Pa remarque M, Koanigs : 



(*) G. KOENIGS, Sur les reseaux plans a invariants egaux el tes lignes 
asytnptoliqms ( Complex rendus des seances de I'Academie des Sciences, 
i. CXIV, p. 55; 1892). 

D. - IV. 3 
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Lcs perspectives ou les projections des ligncs asyniplolitjues 
.sur an plan. qitelconque forwent, un resean a invariants ('guux. 



Nous allons verifier cetle proposition cndemonlranl, quo 
jion aux. derivces parlicllcs (29.) [p. 18] a laqnclle conduil noire 
premiere solution a ses invariants cgaux. Cctte equation, a laquelln 
salisfonl les coordonnees x, y d'un point dc la surface (S), esi 
bien celle qui caracterise le roscau form par la projection des 
lignes asymploliques de la surface (S) sur le plan des ocy* 

Or ; si 1'on se reporte aus expressions de x el de y donn&js par 
les formules (B), on recormait imincdiatemenl quo Ton a 



d \ dr\ d / i dy\ 



Par consequent, x Ql y seront des solutions particuliores dc 
1'equation en 6^ 



dont les invariants sontegaux; car son d(5veloppoment lui donnc 
la forme 

<w r _ ^ ao ;i ^ _ i ^ w 

1 } 0. "^ da 3 <9a ^ ^ ' 



Cette equation n'esl aulrc qae eellc qu'il s'a^issail de former au 
n866; et atnsi se trouve mis en evidence le lion enlre noLrn pre- 
miere et notre seconde soluiion. 

877. La remarque que nous venons dc faire nous am<>no a coim- 
pleter une proposition geometrique Ires ^Idganto, si^nalco par 
ML Kocnigs et relative anx reseanx plans conjugues donl les inva- 
riants sont eganx. Nous allons mettre en evidence imc propricl/i 
caract^ristique des rdseanx conjugal traces sur unc surlaco (jticl- 
conque, et auxquels correspond une ^quatioa lin(iairc donl les 
deux invariants sonl egaux. 

Soil 
, ^0 ^0 . <?0 

(39) 3 r H-ar~ H-ft--. =so 

dudv du dv 
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Fequation ponctuelle relative a un systeme conjugue, trace sur 
une surface (S), c'est-a-dire 1'equation a laquelle satisfont les 
coordonnees #, y, z d'un point quelconque M de cette surface, 
considered comme fonctions des variables u et t>. Les tangenles 
aux courbcs de parametre u engendrent une congruence qui 
admct (S) pour une des nappes de sa surface focale. Le point M, 
de 1'aulre nappe sera, comme on sait, defmi par les formules 

/ , \ i dan i dy i dz 

<40) fl^aM---, y l=y + -JL, 3l = ,+ __. 

Si i'on consid^re de m^me la congruence engendree par les 
tangenles aux courbes de paramelre P, le second point focal M 2 
de la langenle en M u la courbe qui passe en ce meme point sera, de 
memo, defini par les formules 

, , . r dx i dy i dz 

(4.) * = *-H 55 jj, ?,=? + --!-, ^ = , + _._ ; 

de sorle que J'on peul exprimer aet b par des formules tclles que 
les suivantcs 

ft . i dx . i dx 

(42) rt= - -r> b = r"" 
7 x\ x do sc-2 x du 

D'autre part, en diflerentiant la premiere equation (4o) et te- 
nant compte de ce que x est solution particuliere de Pequa- 
tion (89), on trouvera 

dxi h dx 

(43) - .= -- - ---? 

x J du eft dv 

h d(''signant le premier invariant de 1'equation (Sg). On a done, 
en ^liminant a entre les Equations (/fa) et (43), 



dv du, 

k= 7 ----- rr- 

(x a?i) 2 

Comme il est permis d^ecrire des equations analogues eny et 
on est conduit a rexj)ression 

^fi^-L.^i^-4-^fi^ 
du dv du dp du dv 
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qui esl moins simple, mais devienL indepcndanlc du clioix dcs- 
axcs. On pent Interpreter gcomelriquemcnl. Mais, pour eviler 
toute difficulte quant aux signcSj nous raisonnerons dc la ma- 
niere suivanle. 

878. Lorsque u varie, le point M { decril une courbc laugenlr 
a MM i ct donL le plan osculaleur est, comme on sail, le plan Ian- 
gem en M a la surface, c'esl-a-dire le plan MM| M 2 . Soicnl, pour 
le poial M,, A, A', A"; B, B ; , B"; C, C', C" les cosiiius dircclcurs 
de la tangenle a cetle courbe, de sa normale principals ct do la 
normale au plan osculaleur. Celte derniere normalo olanl paral- 
lijle a la normale a la surface, nous pourrons prcndrc, en conscr- 
vant toutes les notations du Chapitre III, Livre Vll [III, p. y.^'* el 
suiv.], 

^ 



On aura evidemment 

t* \ A i dx \' i d y A ( dz 

(47) A = -7 -r-9 A = - -r-> A s= r- m r- 

V/G to fato fadv 

De la on deduira B ? B ; , W par les formulas counues 

B = C'A.'- A'C", 
qui nous donnenl, par la substitution, 

F ^G^ F^^-G^ F 

(48) B= -^ _ ^ B'= ** . J^, IV- - 

(4 ; 



Designons par rfi, Tare de la courbe decrite par le point M,. 
On a, d'apres Pequalion (43), 

(49) , <foi=^/Gto; 

et, d'autre part, les formules fonclamenlales relatives aux courbcs 
gauchcs [I, p. 10] nous donnent 

dA. B ^A, B d$i 

-j- = - OU -r- = -- 7-ij 

d$t pi du pi du 
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p } elant le rajon de conrbure de la courbe. On a done 

/ c \ dk B h /T; 

<5o) = -/G, 

c)w p t a 2 v 

on, en remplacant A et B par leurs valeurs (47)? (48) et tenant 
comple de Fequation (3g), 

/F~_r 

J^/_ a ^:_^^:\ I ^ ^f - A /K <H> 

V/G\ t()u 



jgalant les coefficients de -r- dans les deux membres, on irouve 



a Gh 



Or, si MM, designe en grandeur et en signe la distance MM i9 
on a 

Xi x = A x MMi- 

En remplaganl A et, x\ x par leurs valeurs (47) et (4o)j on 
irouve 

z = m l , 

a 

ce qui pcrmct d'ecrire Pequation (5i) sous la forme entierement 
goomeLrique 



Pour la courbe decrite par le point M 2 , on trouverait de inline 
(53) * 



MM 2 



k d^signant le second invariant de liquation (3g). 

Ces expressions des deux invariants nous permettent de re- 
soudre la question proposee. Pour qu'ils deviennent egaux, il faut 
que 1'on ait 



(54) 



MM t MM 2 

Or on sait que la relation precedente existe entre les rayons de 
courbure, en M< etM 2 , de toute conique qui serait tangente en 
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ces points aux droites MM 4 , MM a , c'esl-a-dire aux courbcs decriles 
paries points M, et Mo. Par suite, ccllc de ces coniques qui aura 
enMj le rayon de courbure pi aura en M 2 le rayon de courbure p a . 
Comme les plans osculate urs aux deux courbcs en Nt\ el en M 2 sc 
confondent avec le plan MM I M 2 , on pent enonccr la proposition 
suivante, generalisation de celle quc M. Koonigs a fait connailrc 
pour les reseaux plans dans la Communication cileo plus haul : 

Pour que V aquation ponctaelle relative a an systems eon- 
jugue trace sur une surface quelconque ait ses invariants 
egaux, il faut et il suflit c/ue, si I'on construct les deux 
developpables circonscrites a la surface suivant les deux 
courbes da systeme conjitguv qui se croisenl en un quelcotique, 
de ses points et que Uon prenne sur ckacune de. ces develop- 
pables les points de contact de trois generatrices conse.cutives 
avec I 3 arete de rebroussement, les six points f oca ux ainsf ob- 
fenus appartiennent d une ineme conique. 

En transformant par polaires reciproqucs, on voitd(^ niomo <|U(^ : 

Pour que I' equation tangentielle relative, a un systeme, con- 
jugue ait ses invariants egaux, ilfaut et ilsuj/it que. les trois 
plans foe aux, distincts des plans tangents a la surface, rela- 
tifs a trois tangentes consecutives prises sur ckacune. des deux 
courbes du systeme conjugue qui se croisent en in\ tnenie point 
quelconque de la surface, sclent six plans tangents d'un tneme, 
cone du second degre. 

879. Pour indiqucr des a present au moins unc application des 
formules dc M. Lelieuvre, supposons que la surface proposoe (S) 
ait sa courbure conslante et <%ale a ~~ i. II faudra fairc \- -M ? ct 
Ton voit que c, c f , d f satisferont a Fequation 



Ainsi, toutes les fois qu'une equation de la forme prcSc&lcnlc 
admettra trois solutions Ydrifiant la relation 

C 2-hc'2-f-c' /2 = I, 

elles fourniront une surface a courbure constanlc. 
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D'autre part, les equations (82) nous donnent alors 



<> 

d'ou Ton deduit 



=/(), 



Ecartons le cas ou Tune des quantites e, g serait nulle, qui 
nous conduirait seulement la sphere et aux surfaces reglees 
imaginaires applicables sur la sphere. On pourra des lors, en 
choisissant convenablement les parametres, reduire e et g a 
1'unite; de sorle que Ton aura, en posant /= cos2co, les for- 
mules suivantes 

( 57 ) c?ff 2 ~ da- -i- d$* -2 cos 2 o> da. d$, 



qui sont d'accord avec celles du n772 [III, p. 379]. Pour obtenir 
Pequation a laquelle doit satisfaire to, il suffit d'exprimer que la 
sphere a une courbure totale egale a i, ce qui donne 



- - = sin to co sco. 



on a ici, en vertu de 1'equation (Si), 
(Go) k ~ / cos2o), 

Toquation (19) en Q deviendra 

2 
(61) 



Telte est liquation qu'il faudra integrer si Ton veut resoudre 
le probleme de la deformation infiniment petite pour la surface a 
courbure constante donnee. 

880. Le lecteur se rappelle la longue etude que nous avons con- 
sacr^e a Fequation anx derivees partielles (69). Nous avons vu 
[III, p. 43a] que ? si 1'on consid&re le sjst^me 



(62; 
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il permel de deduire de loute solution code I'equalion (5()) line 
solution to, qui contiendra une constante arbilrairc ct veriliera 
encore la mme equation (5()). Nous allons monlrer cl'abord que, 
si Fonsaitresoudre le probleme de la deformation infinimcnt polite 
pour la surface a courbure constante correspondantc a la solution to, 
on saura resoudre le meme probleme pour la surface correspon- 
dante a la solution to,, c'osL-a-dire pour celle qui derive la premiere 
par la substitution de JV1. Bianclii. En d'autres tormcs ('), si l f o/t 
sait resoudre I' equation (61) correspondante a la function <o, 
on saura resoudre cetle meme equation oh to serait rent places 
par co i . 

Remplacons, en cflel, dans les formules (62), <>> ("L ^1 rcspoc.tivo- 
ment par co -+- 9 et o> f 4- 9, ; et, developpant les deux incmbrcs il<^s 
equations suivant les puissances de et de 0,, bornims-nous a 
conserver les termes du premier degre en et 0,. Nous serons 
conduit aux deux equations lineaires 



(63) 






Eliminons { entre ces deux equations : en egalant les deux va- 
leurs de T~~ qu'elles peuvcnt fournir ? nous aurons 

d*0 A 

- r = COS 2(0, 



c'est-a-dire 1'equation (61). Si Ton eliminait de memo 0, on Irou 
verait 



f J ) M. C. GuiniiARD est le premier qui ait ctudic les Equations aux 
particlles de la forme (Gi). Voir le Memoire inlituli? : FSur tuw r.l<mepartic.u1Wrr 
d* equations aux derivees partielles dont les invariants sont egaitat (Annales 
scienti/lques de 1,'rfcole Normal e superieure, 3 fl scric, l. VH, p. 19; 1890), ainKi 
<[ue celui qui a paru au m6me Recueil cl an m&ne tome (p. a33) sons lo Litre : 
ftecherches sur les surfaces a courbure totale constants el mr certain en sur- 
faces qui s'y rattachent. 
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c'est-a-dire 1'equation (61) ou <o serait remplace par o)^ Comme 
(Failleurs on pent toujours, lorsque 6 est donne, deduire, par de 
simples quadratures, la valeur de 6, verifiant les deux equations 
^63), on voit que toute solution de 1'equation (61) fournira, avec 
une constanle arbilraire, une solution de 1'equation (64). On 
peul done enoncer la proposition suivante : 

Lorsqu'on sait resoudre le probleme de la deformation infi- 
nime nt petite pour une surface a courbure constante, on sait 
le resoudre aussi pour toutes ceiles qifon en derive par la 
transformation de M. Bianchi. 

Ce resullat etait evident par la Geometric. II nous a paru bon 
<le le meltre en lumiere. On comprend ainsi comment le pro- 
bleme dela deformation infmiment petite doit dependre de Fequa- 
tion (61). Car, si Ton considere une surface a courbure constante 
inQnimcnt voisine de la surface proposee (S), w sera, pour cette 
surface, remplacee par une fonction <o -f- 9 infiniment pen diffe- 
renle de o>. En substiluant co-f- 6 a la place de co dans I 1 equation 
(09) et se bornant aux termes du premier degre en 6, on retrouve 
bien liquation (61) (*). 

De la remarque que nous venons de faire, on peut deduire im~ 
mediatement trois solutions particulieres de 1'equation lineaire 

(61). Soit, en effet, 

w = (p(a,p). 

Nous avons vu que, si a , ^ , m sont trois constantes, 



f = 9 I ( 



) -4- a , 3~ 



sera encore une solution de 1'equation (5g). En d^veloppant sui- 
vanl les puissances de ces constantes, on aura 



d'ou Ton voit, en se bornant aux termes du premier degre, qu'en 



(*) La propositioa prec^dente s'applique aussi aux transformations de MM. Lie 
t Backlund. 
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prenanl pour 9 une dcs trois fonclions 



on aura une solution de 1'equalion (61). 

881. Nous icrminerons ce Chapiire en indiquanl comment on 
pent obtenir des formules analogues & celles de M. Lelicuvn; 
quand les variables independanles auront ele choisics d'unc? rna- 
niere quelconque. 

SoienL u ct 9 ces variables el conservons toutcs les notations 
dii Livre VII, Chapiire Hi [III, p. 242 el suiv.]. On pcul loujoiirs 
determiner dcs coefficicnls A, A' tels que Pon ail 



> dc " 
- 

da 



dc '\ A / > dc " dc ' 
c - A c'-r -- <r -7- 

da/ \ dv dv 



ct les (brmules analogues oblenucs en soumcllanl x^y, 5; ^, r ; , 
ii une permulalion circulaire. La multiplication do deux cl(5tcrmi 
nanls nous conduit d'ailleurs a Pidenlile 



c c' c" 
dc dc' dc w 
du du da 
dc dc' dc" 


c c' c" 
dx dy dz 
du du da 
dtt dy dz 


=_ 


I 

~D IV 
o ^ ir nr 

D f D" 


dv dv dv 


dv dv dv 


11 II 



c'esl-a-dire, en tenant compte dcs formules (4) [HI, p. 2/j3 ), 



(67) 



c c' c" 

dc dc' dc" 

da da da 

dc dc' W 

dv dv dv 



Cela pose, multiplions liquation (65) par -^- el ajoutons-la aux 

deux equations qu'elle donne par une permulalioii clrculairc. 
Nous trouverons, en tenant compte de la relation (67), 



(68) 



DH* 
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En calculanl de meme la valeur de A', on trouvera 



(69) 



Si Ton echange enfin u et 9 dans la formule (65), on pourra 
ecrire 



(70) = 

w 

et les formules analogues en y et 5,' A." ayant pour valeur 






0'2-DD" 



Si Ton suppose quc u el 9 soient les parametres des lignes 
asjmplotiques, A, A^deviennent nuls etronrelrouve les formules 
(B ; ) donnees plus haul. 

Effectuons dans les formules (65) 61(70) la substitution defmiu 
par les equations 



dies se changeront dans les suivantes 



R'fl fl R^ 3 

= B "" e - " B 



(? 

ou I'on aura 

( 74 ) B-f, B'-f IT-f 

Les derivees de/ etde ^ s'obtieadront par des permutations 
eflectuees sur 9* , 9 2j 3 , de sorte que la surface sera definie par les 
formules suivantes 
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Si nous determinons X en particulier par la condition 

(;5) B'--BB'=I, 

qui donne 

X*:-A'2-- AA", 

on, en substituant les valours do A., A/, A/' 

<;6) X* ^ g-^ji - - HIV, X - /-Rip, 

Q i? 8 2 , 3 seronl idenliques aux quantity's de memo determination 
qui figurcnl dans les formules (B). Mais, sans fixer dcs a pre- 

<)* v 
sent la valeur de \ cxprimons que les deux valeurs do , \ ol>- 

tenues par la diflfcrenlialion dcs deu\ equations (70) soul cgalcs, 
nous serons conduits a la relation 



G2 ^ 

d M, ()0 8 



d'ou il suit, en repetant le raisonnement employe au n 870, quo 
Ton peut trouvcr une cerlainefonclion K. telle quo O i? Oo, Q ;i soiont 
trois solutions parliculicres d'une equation de la forme suivantc 

(77) B-*-B'-H*B* B'*, KO. 



La fonction K variera suivant la valeur de \ -que 1'on aura 
choisie. Ellea une expression particulierement simple lorsqu'ou a 
prisTcegalarunit^, c'est-a-direlorsque liquation prec^denteadniel 
Cj c l ^ d 1 comme solutions particulieres. En cflet, si, apres 1'avoir 
multipli^e par 9, Ton y remplace par c, c', d' succeHsivemcni, 
en ajoutantles trois equations ainsi obtenues, on irouvera 



w" 



on encore 
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Les valeurs des trois sommes contenues dans cette relation se 
deduisent de la formule (32) [III, p. a4g]. En les substituant 
ainsi que les valours de A, A', A", on trouve 



R et R' designant les rayons de courbnre princi^aux (n 701). 

Remarquons que, dans tons les cas, Fequation (77) est celle 
que Ton obtiendrait en egalant a zero la variation de 1'integralo 
double 



(79) 1= 

et que la surface (S<) correspondant a (S) avec orthogonalite 
des elements lineaires se trouverait ici definie par la formule 



oil 0) serai L une solution quelconque de ^equation (77). 
Si u et 9 sont les parametres des lignes asymptotiques, on a 



Si, en outre, \ est definie par la condition (76), on a 

B* = i, 
ce qui perrnel de prendre 

B'=i, 

ct Ton retrouve les formulas (C) ou a et [3 seraient remplacees 
par u el p. 

Le lecteur pourra rapprocher les formulas generates qui pre- 
cedent de celles qui se trouvent dans le Memoire cite plus haul 
[p. 8] de M. Weingarten. Nous terininerons ce Chapitre en in- 
diquant une demonstration de ces formulas qui en fera sans doute 
mieux comprendre la veritable origine. 
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882. Designons toujours par c, c', c 1 ' les cosinus dirccleurs de 
lanormale, etemployons les caracterisliques del pour deliuir les 
deplacemcnts suivant deux directions conjuguces quclconqucs. 
On aura les deux equations 



....... c' dy -h c" dz - o, 

(8 J , } 8c6fo-h8c'd/ + 3c f </5 -=o, 

d'ou Ton deduit 



(8.) 



A 6tant une quantite finie. D'aillcurs, D, D', D f/ ayanl la memc si- 
gnification que plus haul, Fequation 



- o 



ou 



(D ^ 4- D' 



exprimera que les deux directions delinies par les caract6ristiques 
ofetS sont conjuguces. La relation precodente pcrincl do poser 



de sorte que les formulas (81) nous donnent 



83) 



La formule (26) [III, p. 248] nous pcrmcltra d'aillours dc 
terminer A. On a ici, en verlu du syslemc prdcddenl, 



s 



~ h 



c c r c ff 

dc d d 

C?M du ~du 

dc W W 

69 do ~dv 



( D du* 4- a D' ^ dv + D" 
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ce qui donne, en tenant compte de I'equation (67), 
i _ DD" D'* H2 

11 ne reste plus qu'a substituer cette valeur de h dans les for- 
mules (83) pour obtenir 1'equivalent des relations (B' ; ), ou 6,, G a , 
9 3 designeraient c, c l , c". 
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CHAPITKE III. 

LES DOUZE SURFACES. DUVELOPPEMENTS 

SE TIA.TTACHA3MT VUX PRltCEDENTKS SOLUTIONS. 

Etant donnecs deux surfaces (S) et(Sj qui se correspondent avcc orlhogonalilc 
des elements lincaircs, au reseau des ligncs asymploliqucs <lc oliacunc do cos 
surfaces correspond, sur 1'aulre, un reseau conjugal a invariants poucinels 
cgaux. On deduit du premier couple deux nouvcllch surfaces (S) el ( \) qui 
se correspondent, clles aussi, avec orthogonalile des elements lineaircs. 
Definition de (S) : c'est Tcnveloppe des plans incnes par tons los points de (,s ) 
perpendiculairement aux directrices dc la deformation. On salt rosomlrclo 
problcine de la deformation inlinimcni petite pour (S) lorsqu'nn sail resoudiv 
ce probleme pour (S). Les lignes asymptotit[ues se correspondent sur (S) 
ct sur (S). Reciproque : theorenie de M. Guichard. Uchition g^omo- 
trique cntre les deux nappes de la surface focale d'une congruence recUligiir, 
dans le cas ou les lignes asyniplotiques sc correspondent surnesdcux nappes, 
Proprictcs qui rattachent la surface (A) a la surface (S,) : les plans (annuls 
aux points correspondanLs sont parallelcs et le sysleme oonjugiiu comniun a 
ses invariants poncluels egaux, sur les deux surfaces. Recipro([ue : ihoorenu'* 
de MM. Kocnigs et Gosbcrat. Les trois reseaux 1, II, III forim's par les ligntts 
asymptotiques de (S), de (S,) et de (A) sont harrnoniqucs deux, a doux. 
Introduction de huil nouvelles surfaces qui, jointes aux quatro, pr<Mni( v irs, 
formcnt un ensemble dc douzc surfaces que I'on peut grouper deux & deux dc 
tellc maniere qu'cllcs sc correspondent avec ortho^onalite dcrt cleuumts 
Hneaires, ou bien par plans tangents paralleled, ou bicn par polaires IT<M~ 
proques rclalivcinciil a nne sphere conccntrique a Torigine, ou cnlin coninic 
locales d'unc merne congruence rectilignc sur lesquelles les lignos asyiuplo- 
tiques se correspondent. Sur chacune de ccs douze surfaces, les trois reseanx I, 
IT,III deja signales sont, Tun forme des ligncs asymptoti([ucs, I'aulrc conjugiu' 1 
a invariants ponctuels egaux, le dernier enUn conjugu6 a invariants tangenliels 
egaux. Quand deux surfaces se correspondent avco orthogonalile des elo- 
menls lineaires, le systonie conjugue comiuuu a ses invariants tangontiels 
^gaux. Lorsque, sur une surface, un reseau conjugue" a ses invariants ponctuels 
(ou langenliels) egaux, le reseau conjugue qui lui est harmoniquea sos inva 
riants tangentiels (ou ponctuels) c*gaux. 



883. JNousrevenons au probl^mc dc la deformation inlmimenL 
petite pour developper les nombreuses propridtes g<5om6lri<pics 
que Ton pent rallacher a la solution d^veloppdc dans lc Cliapitrc 
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precedent. La surface (S) elant definie par les formulas 



ou 9, , 9 2 , 9 3 sont des solutions d'une meme equation aux derivec.s 
partielles 



el sont proportionnelles aux cosinus directeurs de la normalea la 
surface (S), nous avons vu qnelesfonctionsles plus generales#'|, 
y\? z\ verifiant, la relation 

(3) dx d%i -4- dy dy -r dz dzi -- o 

son l delerminees par les formules suivantes 



ou to designe la solution la plus generale de 1'equation (2). An 
n 856 nous avons dej elabli Texistence d'un systeme de relations 
dc la forme 

dx = 
(5) 

dz = b dx\ 



entre les difFerentielles dx, dy, dz^ da^, dy^ dz { . On determi- 
nera sans peine les valeurs de a, b, c } qui sont 



(6) 



D. IV. 
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de sorte que les formulas (4) sonl equivalcnl.es aux suivantcs 

dx\ da dyi ^db <tej dc 

- -i U> 2 -7- - O, -;- -I- C02 - r~ O, ~ - -\ - ^ - r- 0, 

da da da da da da 



C7 ) 

*i , 

a 



dy l ,0b ds, .dr. 

" w "' " ^ 



donl nons ferons plus d'une fois usage dans la suite. 

Si nous eliminons a enlre Ics deux premieres de ces equations, 

nous aurons 

d / i dr\\ d f \ dr,\ 
5p \w2 IS"/ " ! " 5a \ w ^J3 / : " 

ou, en develop pan l, 

3 dt d 

^ ' 



II cst clair quey< el 5j verilieni la memo equation. Done, sur la 
surface (S<), a el fi sonl Ics paramrlrcs d'un sysleme conjugue el 
liquation poncluelle relative a ce sysleme conjuguc a ses inva- 
riants egaus. Ainsi : 

Quand deux surfaces (S) et ( S \ )$e correspondent awe ortho~ 
gonalite des elements lintaires, an re.se.cui des flsyM/)to/ifj(t(?s 
de I'line quelconqtte de ces surfaces correspond .sv/r /V/////V 
surface unsystfaneconjugite, et Indentation poncluelle rdlaliw 
ft ce systeme conjugue a ses invariants eganx, 

884. Reciproquemenl, supposons que Ton connaisse, sur IUHJ 
surface (S^, un sysleme eouju^ne donl r<'([ualion poneluelle ail 
ses invariants egaux. C<HLc equation pourra Lonjours <ilr miso 
sous la forme (8). Les formules (7) nous fournironl ensuile des 
fonctions a, b, c par des quadratures telles que la suivanle 



Puis, les relations (6) nous ferout connailredes fonctions 4 , Oj>, ;t , 
Ces trois fonctions salisferont, on s'en assure aiscment, a 
lion 



, , 

{ 
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et ? par suite, en les subbtiluant dans les formules (j), on obliendra 
une surface (S) qui corresponds a (S<) avec orthogonal ile des ele- 
ments. On pent done enoncer la proposition sun-ante : 

Si I' on connait, sur une surface (S,), un systeme conjugue 
donl f equation ponctuelle ait ses invariants egaux, on pourra 
determiner, par de simples quadrat ares, une surface (S) cor- 
respond/ant <r*(S,) avec orthogonality des elements lincaires et 
les lignes asymptoliques de (S) correspondront aux deux fa- 
milies du reseau conjugue trace sur (Si). 

II faut meme remarquer que, comme les fonclions <7, &, c sont 
df'terminees par des quadratures, la solution contiendra trois 
conslantcs arbitrages, el Ton pourra ajouter aux Conctions 9,, 9^, 
9 : * la fouclion co muliipliee par des conslantes quelconqiies. Cela 
revionl, on s'cn assure aisement, a composer les formules qui de- 
lerminent (S) avec celles qui donnent un plan et qui correspondent, 
non plus a Line deformation infinimenl petite de (S,), mais a un 
doplaccnient infinimenl petit de cetle surface (jj"856). On petit 
done dire que : 

^J chaque reseau conjttgue a invariants rgaux traresur une 
surface correspond une deformation infinimeni petite parfaite- 
ment detenninee de cetle surface. 

*S85. Revenons aux formules (5). En faisant passer tows les 
lermes dans le premier inembre et remplacant les differentielles 
par les fonctions, on est amene a considerer la surface (S) lieu du 
point (X, Y, Z) defini par les relations 

X -r X C' 



, =-: z fi>#i-h ay i. 

Si 1'on differentie ces valeurs de X, Y ; Z en tenant comple des 
relations (5) ? on trouvera 

X = s\ db y\ dc : 
Y = a?! dc Z[ dct/^ 

tZ, = YI d& x\ db* 
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de sorLe que Ton aiclenliquemenl 

dX da + d\ db -+dLdc-~~ o. 



Cctte equnlion, toutc parcillc a IVqualion (3), nous donnc imr 
solution nouvelleduprobli'mc de la deformation infminient pctile. 
La surface (S) lieu da point (X, Y, Z.) et la surface (A) Lieu du 
point (#, b, c) se correspondent,, elles aussi, avcc orlhogonalite 
des elements lineaires. Nous alions eludier Ics propriotes $<<<> mc''- 
iriques qui rallachcnl ccllc nouvcllc solution a I'ancionnc. Ckor- 
chons d'abord a dcfinir la surface (S), 

886. filanL donncc la surface (S), mcnons pur 1'un do ses points 
(x,y,z) la directrice de In. deformation, o''sl-ft-diro la <Iroilo 
dont les paramclrcs direclcurs soul x^ y^ z< (n SK2). La per- 
pcndiculairc acelte directrice siluoe dans Icplan Umfionl sera evi- 
demment definie par Ics c<[ualions 



-= o, 



ou X, Y, Z designenl pour un inslanl, les coonloniu'cs courantcs. 
Ces equalions, evidemmcnt verilic'cs qiumd on y rcinplar.o X 7 Y, 7, 
par leurs valeurs dcduilcs des (filiations (i i), nous montrniil doiir 
que cette perpendiculairc va passer par Ic point do (I 1 ) dofiai par 
ces equations (n). JNous aliens inonlrcr do plus qu'dle est, on w 
point, langentc u (S). 

Ea eflet, les formules (i^) nous donnent I'idcnliu'j 



d'ou il resulte quc la normals a (S) a pour pnramelres dircotour.s 
Xn yi, s\ el, par suite, qu'olle esl parallMc a hi dircclrioo do la do- 
formation, Elle esL done perpendienlaire a la droitu delinio par 
les equations (i4)- 

D'apres cela ? si M designe le point (#, y, s} de (S), P l<* poial, 
corresporidant (X, Y 5 Z) de (S), la droite MP est langente en M 
d (S) et en P a (S). Le /?/ara tangent & (S) en I? est perpendi- 
citlaire d la directrice de la deformation en M ; et, n I' on con- 
ndere la deformation infmiment petite de (S) dcjlnie par 
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les fonctions a, ft, c, quifigiirent dans V Aquation (i3), Je plan 
tan gent en M a (S) est perpendiculaire a La directrice de la 
deformation de (S) en P. On le voit, la relation entre (S) et 
(S) est reciproque. 

Les surfaces (S) et (S) s'ont done les focales de la congruence 
engendree par la droite MP. On peut ajouter encore une autre 
propriete' essentielle: 

Les lignes asymptotiques se correspondent suj'(S) et sur (S). 

Ge point resulte immediatement des transformations suivantes. 
Les forniules (7) el (12), rapprochees les unes des axitres, nous 
donnent des equations telles que la suivante 



Si done on pose 



=-.!',. i=Xi, " 

to to to 



on trouvera 

,. a 

et les forniules analogues en Y, Z. Ces relations sont toutes pa- 
reilles aux forniules (i) et s'en deduisent en remplacant 6 i5 6 2 ? ^s 
par x\iy\, z\ respectivement. Done a et [3 sont les parametres des 
lignes asymptotiques de(S) comme ceux des lignes asymptotiques 
de (S). On peut d'ailleurs verifier, Lien que ce ne soitpas neces- 
saire, que x\^y\^ z\ sont solutions particulieres d'une equation de 
la forme (2), qui est ici 



de sorte que Ton passe de (S) a (S) en echangeant 6 1? 6 2 ? 9 3 , to 
en x\, y\, z\^ - Gomme d'ailleurs, d'apres le theoreme de 

M. Moutardj on sait inte"grer completement Tequation precedente 
lorsqu'on sait integrer Fequation (2), on voit que Von saura re- 
soudre completement le probUme de la deformation infiniment 
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petite pour <'2) dim quon saura le resoudre pour (S), et re- 
ciproquement. 

887. On pent encore iadiquer Line des proprietes de la corres- 
pondance entre les deux surfaces (S) et (S) en disani qu 1 ^ tout 
systeme conjttgue trace sur I'une des surfaces correspond un 
systems con fugue trace sur la seconde. Nous avons deja re- 
marque (n 600) que Jorsqu'une correspondance/?om par point 
est etablie enlre les points M et P de deux surfaces, le rapport 
anharmonique de qnatre tangenles au point M de la premiere est 
egal au rapport anharmonique des quatre tangentes correspon- 
dantes an point P de Ja seconde. D ? apres cela, supposons qu'a 
deux tangenles conjugueesde la premiere correspondent toujonrs 
deux tangenles consignees de la seconde : il sera necessaire que la 
correspondance subsisle lorsque ces deux tangentes conjuguees se 
confondront en ire e lies, c'est-a-dire se reuniront en une direclion 
asymplotique. Et, reciproquement, siles taagenles asjmptotiques 
se correspondent sur les deux surfaces, a deux tangenles con- 
juguees de Tune, c'est-a-dire a deux tangentes divisant harmoni- 
quenaent Tangle forme par les directions asymptotiques de la pre- 
miere surface, correspondent necessairement deux tangentes dc 
1'aiitre surface divisant harmoniquement Tangle forme par les tan- 
gentes asjmptotiques de cetle surface, c'est-a-dire encore deux 
tangentes conjuguees. 

Par suite, a lout reseau conjugue sur la premiere surface cor- 
respondra un reseau conjngue sur la seconde. 

888. La congruence des droites MP defmies par les for- 
mules (i4) jouit done d'une propriete sur Jaquelle nous avons 7 
a deux reprises deja, appele Patten tion (n os 483 et 76S). Les asym- 
ptotiqites se correspondent sur les deux nappes (S), (S) de la, 
surface focate. Reciproquement, nous allons etablir avec M. Gui- 
chard ( ) que toute congruence jouissant de cette propricle s'ob- 
tient paries methodes que nous venons de faire connaitre. 



( T ) GuiCHAiiD (C.), Determination des congruences tetfes qite lex lignes asym- 
ptotiques se correspondent sur les deux nappes de la surface focale ( Comptes 
rendus des seances de rAcademie des Sciences, I. CX, p. i20; Janvier 1890). 
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Considerons, a eel effet, une telle congruence et prenons pour 
\ariabies independantes les parametres des lignes asvmptotiques 
sur les deux nappes de la surface focale, nappes que nous desi- 
gnerons encore par (S) et par (2); eiles seront respectivement 
definies par des formules telles que les suivantes : 



ou 9 i? 63, 63 sont solutions particulieres (Tune equation de la forme 
suivante 



et ou cr^ <7 2 , G- 3 satisfont a une autre equation de forme analogue 



On aura d'ailleurs, en designant par p un facteur de proportion- 
nalite, les relations 



par lesquelles on esprime que la droite de la congruence esfc tan- 
gente aux deux nappes (S), (S). 

Differentions par rapport a a ['equation 



X re 



obtenue en egalant a p le premier rapport. 11 viendra ? en rem- 
plagant -r-, ~ par leurs valeurs deduites des formules (19) et (20), 



Multiplions par 9, et ajoutons Tequation ainsi obtenue a celles 
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que 1'on obtient en effectuant des permutations circxilaires sur les 
indices i. 2, 3. Nous aurons 



A et A' designantj pour abreger, les deux determinants 



Multiplionsniaintenantl'equation (24) par cr, et operons dememe : 
nous aurons, cette fois, 

A'= pA. 
II faut done que Ton ait 

P 2 =i~, 

a moins que les deux determinants A, A' ne soient nuls. Mais alors 
on aura i i 



dx dy dz 

c-j -- <-. C2 ^_ _i_ ff3 = - 

dy. da dy. 

en repetant un raisonnement analogue sur la variable (3, il fau- 
drait joindre a ces deux equations les suivantes 

d\ dV dZ 

61 5p ^ e2 ^^ e3 ^" =0 ' 

dx dy dz 



En vertu de ces quatre dernieres relations, les deux surfaces '(S) 
et (S) auraient leurs normales constamment paralleles, ce qui est 
absurde. 

On doit done supposer 

p=i; 

et, comme il est permis de changer le signe de tous les or ou de 
tous les 9, on fera 

p= i. 

L'equation (24) deviendra done 
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II resulte de la que, si y. designe une fonction auxiliaire, 6/ et 07 
satisfont a 1' equation 



pour i = i, 2, 3. 

En operant de m6me pour la variable (3, on verra que les memes 
fonctions satisfont a Fequation analogue 



Differentiant Tequation (26) par rapport a ft et tenant compte 
des relations (21), (22), (26), nous trouvons 



ou 



et, par suite, 



La differentiation dp Tequation (26) par rapport a a nous 
conduirait de m^me aux relations 



La comparaison des equations ainsi obtenues, 27) et (28), nous 
donne 



e qui permet de poser, o> tant une fonction auxiliaire, 

I did f I <?(0 

II vient ensuite 

, , *>. , "(i) 



Le reste du calcul s'acheve sans difficulte et nous fournit la 
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solution a laquollo nous avail conduit lo problrmo do In d<for- 
inalion infinimcnl polite. 

889. En oludianl un cas parliculicr dos eoni>ruoncos prooo- 
clenlcs, nous avons reneonlro (n 7(5*5) uno relation oulro los 
courburcs dcs deux na[)pos do la .surface foealo quo nous allous 
mainlenanl ^onoralisrr. 

Si nous dosignons par c 9 c r , < JI lo,s cos! mis diroolours do, la nor- 
male a (S), par II ot I\' Ics rayons do eourburo priueipauxde r.olle 
surface, nous avons vu (n OH 87() el 87H) quo Ton a 

(3o) Or-^c*/ "KK"', O a --tf'v' "KIV, 8 .- c*i/-^HK'. 

Si 6' n c" n c" i7 l{(j l{\ dos!in(^nt Ics monies grandeurs pour la sur- 
face (S), nous aurons dc 



Lcs forinulcs (^.o) nousdonnent, p devant y elre rcmplaeo par i, 
dcs relations idles quo la suivaute 



cl'ou I'on dcduil pour hi segment f<cal MP I'oxprossion 

* 



V dcsignant 1'anglo dos plans focaux. Klevanlau <*,arrrt, nous oblo- 
nons la relation 

(3ft) MT* ' RK'RiKJsiiiW 

eoni|)rcnanl coniuic cas particulior colic quo nous avons oblonuo 
aun 763(). 



C 1 ) Dans dcs Notes prison Ld<is en tS<y| j> rAcadoinio den Sou'iints, M. A, 
Deinoulia cl M, K. CosscraL so sonl oc.cupds luVuiuutuMil cl o,u relation, si- 
^nal<Sc en premier lieu pur Hibuticour dauH son /i'tutltt r/<w KIwwu'McSi <l'Miioiilr<V 
onsuitc pai* M. Bianchi clans Ic Mttaioiro insure a\i u XVUl, i w s^,ri, (h*h Atimtti 
di Matematica pura ecf, applfcala ct iwt.il,ult'j : tiopra alcutm twuw cl<ts*i tU 
mpcrficie e di sislemi tripUortogonali. M. Domouliri I'd (l^montt^c <lc uouvcau 
par une melhodc tilcganLc cl M. Cosscrul a clubli qu'cllo conslitiui uao pro- 
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800. Aprfts avoir u'tudie la surface (S) passons a la surface (4), 
lieu (In point (r/, ft, r), <jui correspond a (S) avcc orlhogonalilf 
doss olrmcnls liueairc.s. 11 vtSsulle mimecliatement dcs 1'ormules (6) 
que t<> niyun vccleur fie (A.) csl parall&le a la normale de (S), 
<a<les fonnules (7) quWte correspond a (S { ) a?ec parallelize 



Cos tommies (7) cxpriment, en effel, qne, sur les deux sur- 
lar.rs (A) el ^S|) 3 les langentes aux courbes de parametre (J el au\ 
eourhes do paraiiM'lre a honl conslammenl parailelcs. De la re'- 
sullc la propriole annonceo el Ton volt de plus que les deux fa- 
milies de uoitrbes de parametres a el p 6'0/U conjuguees a la 
fois sur les dettjc surfaces. Nous retrouvoiJvS la corre*pondance 
[>in v plans L'inf>outs parallcMes si sou vent employee dans les Livres 
pn'oodrnls [II, p. %$/\ cl suiv.]. Ce qu'il imporle de mellre en 
lunuriT, (x 1 son l les caraclcres diatiuelirs da cas special que nous 
rciu'.onLrnns i<',i. 

Nous pouvons fa ire d ? al>ord la rcinarque suivanle : les lignes d< k 
parant/'lrrs a < k l [i, <^ui cotTospondenL sur (A) aux ligues asympto- 
li<|iu 4 . k s do (^Sj, o.orrts|)ondenl par ccla meme aux lignes asympto- 
li(|iuis <|< (^j csi doivenl former par suite, sur (A), un resetui con- 
ju^urdoni, r(M|ualion ponclnelle ailscs invariants ogaux (n 883). 
/Vinsi, ,s-^/' |^ A j el stir (Si), fev ^w.r systdmes con j agues formes 
de.s eourbes de parametres a cfi |3, courbes dont Les tan gen tea 
eorrespondant.es snnt paralleles y onlleurs invariants ponctuek 
<!ff<tf/.r. Au resie celte proposition so verific inim^dialemuul a 
I'aidc d(,s fonnulos (7); ear si I'on oliniine succcssivement a 
culrc his deux equations 



pi'iotc Muwti'rititit/ttG <los (Congruences dnnl nous nous occupons ici. M. H. 
Waclsfh Ta ruttaolioc, avco d'uutrus proprictcs, a Ja ihuoric que nous lui dcvons 
dos invariants project ifs pour los con#ruiir.es rccliligncs. 

I'oir A. l)KM<)iH4N, *Swr w/ie proprietd melrique commune a trot's cta$$es 
tterw du congruences rGCtilitfnes (Comptes rendus de l\lcadeinie des 
, L <;\\LH, p. u/ja). 

K, (lossKHAT, *Vw/' tics congruences rwtilignes et sur le probleme de Ribau- 
cor(mAnn k lomo, p. 335), 

K. VV.vKhHcu, Sur IG premier invariant dijfvrentiel projectif des congruences 
rwtilignes (inline tome, p. 730). t 
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on obtient, dans Fun et 1'autre cas, tine equation lineairc du se- 
cond ordre a invariants egaux. 

Exaniinons maintenant les propositions geometriques qui se 
rattachent a cette notion purement analylique de Pegalile des 
invariants. El, pour cela, considerons d'abord les systeines lels 
que le suivant 

dxi ^da dafi da 

(34) -ST^*' 7p =l *3p' 

qui convienL a la correspondance la plus generale par plans tan- 
gents paralleles entre deux surfaces : (S,), lieu du point (x { ,JK< ? zC) 
et (A), lieu du point (#, 6, c). Le systcme (33) s'en dcduira en 
supposant 

Xrr-.fi. 

Parmi les elements geometriques qu'il convient d'associer aux 
surfaces (A) et (Si), nous signalerons en premier lien Ic suivant. 

Par les differenls points de Tune des surfaces, de (S<) par 
exemple, menons des paralleles aux rayons vecleurs corrcspon- 
dants de (A). Ces droites engondrent une congruence (G). Nous 
savons deja (n 426) que les cleveloppables de celte congruence 
correspondent aux courbes du systeme conjuguo commun. Au 
reste,on le verifieimmediatementcommeil suit, Les deux points F, 
F J? definis par les formules 



<35) 



X = a?t 



Z = 



(36) 



sont ^videmment situes sur la droite de la congruence; et ils d6- 
crivent, le premier lorsque a varie seul, le second lorsquc ^ 
varie senl, des courbes tangentes a cette droite. Ces deux (joints 
F, F! sont done les points focaux situes sur la droite cle la con- 
gruence; etles developpables de cette congruence correspondent 
aux courbes de parametres a et ji. De plus, si M< designe le pied 
(^ 1 ,j/ M 5 4 )dela droite sur (Si), on a, d'apr^s les formules pr<Sc6- 
dentes, 

MlF X 
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Par suite si, comme il arrive dans les formules (33), on a 
Xr= p., le point Mi sera le milieu da segment FF, el la sur- 
face (Si) sera ce que nous avons appele (n 260) la surface 
moyenne de la congruence (G). 

On pourrail snbstituer a la congruence (G) la congruence (G') 
formee par les droiles qui joignenl les points correspondents 
de (A) et de (84). Le lecteur demontrera aisement que les points 
focaux de chaque droite de cette congruence divisent harmoni- 
qxiement le segment forme* par ces points correspondants. Geitr 
proposition comprend mme la precedence comme cas particulier : 
il suffit de supposer que la surface (A) grandisse indefiniment en 
demetirant homothetiqne a elle-meme. 

891. Revenons a la congruence (G). Si 1'on remarque que le 
rayon vectcur de (A) esL parallele a la normale ati point corres- 
ponclanl de (S), on voit que la congruence est susceptible d'unr 
nonvellc definition : elle est engendree par nnc parallele a la nor- 
male en un point quelconque de (S), cette parallele etant menec 
par le point correspondant de (Si). Les resultats precedent 
peuvent done s'enoncer comme il suit : 

Si deux surfaces (S) et (Si ) se correspondent avec orthogu- 
nalite des elements lineaires, la droite menee par un point de 
Vune (S<), parallelemeni a la normale au point correspondant 
de I'aittre (S) ; engendre line congruence dontles developpabtex 
correspondent aux lignes asymptotiques de (S) et dont la sui- 
face moyenne est la surface (Si ). 

En d'autres termes ; la representation splierique des deve- 
loppables de la congruence est identiqite a celle des lignes 
asymptotiques de la surface (S) ; et^ par suite, les plans focaux 
relatifs a chaque droite de la congruence sont perpendiculairex 
aux tangenles asymptotiques de la surface (S), constniiles 
pour le point de (S) qui correspond a cette droite de la con- 
gruence^ 

Cest la proposition de Ribaucour, deja demontree par la 
metrie an n 861. 



892 



u On voit que les developpables de la congruence (G) inter- 
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ceptent sur la surface moyenne (Si) le reseau forme dcs courbes 
de paramc'tres a el (3, c'est-a-dire im ivseau conjugue. Proposons- 
nous, avec M. Cosseral (*), de definir loules les congruences rec- 
lili<;nes jouissant de celte propriele. Clicrclions mrm< d'unc ma- 
niere plus ^enerale, avec M. Ivccuigs, loutes les congruences dont 
les developpablcs intercepted sur deux surfaces (S) el (T) dcs 
reseaux conjuguesel qui sont telles en outre quc les points f'oraux 
de cliaque droile divisent harmoniquemenl le segment, de cetlc 
droite compris enlre les deux surfaces (S) el (T). II sul'fira en- 
suite de sup poser que la surface (T) se red nit an plan dc Tinlini 
pour obteuir les congruences plus parliculirres que nous avons 
en vue. 

Or, nous avons deja considere les congruences dont les d<;vclop- 
pablesinierceplentsnr deux surfaces (S)ct(T) un n'^eaii r.onjugue 
et nous avons vu (n u 422) que, si Ton designc par a ct [3 les para- 
mitres des developpables, les coordonnees homoivm\s ,r, y t 3 7 / 
et #, 6, c, h des points M et P ou la droite de la congruence 
coupe (S) et (T) peuvent etre choisies de manirre a saliiair<j 
a des equations de la forme 



(38) 



dx . da 

__ * / ___ 

4* ' 5? "" 



dy 
- 



db 



ds , dc 

-r- -f- A-r- =0, 

<k da ' 
dt , dk 

-r- -i- A-r- =0, 

dz dx 



(39) 



dx 

dp 

dy 

d^ 
dt 



da 

I T,r - O, 



d/-) 

i * = <>, 



dc 
dh 



II est clair ici que les points focaux de la droite IMP sont d<5 fi- 
nis par des equations telles que les suivantes 



et correspondent, le premier aux developpablcs de paramclre p, 
le second a celles de param^lre a. Par consequent, le rapport 



(>) COSSERAT (E.), Sur les congruences de droitcs et sur la thdorie des sur- 
faces (Annales de la Faculte des Sciences de Toulouse, p. N.I; i8(j3). 
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anharmoniqae des deux points focaus et des points M etP sera 
egal au quotient de X par p,. Done, pour que ce rapport soil egal a 
i j il faudrait que Ton ait 

>. H. 

^ Des lors, les equations ponctuetles relatives aux systemes con- 
jugues traces sur (S) et sur (T) seront a invariants egaux, 
puisqu/on obtiendrait ces equations en eliminant, soil <c, soil a 
entre les deux siuvantes 

/ {r>\ dx .da dx . da 



La question que nous nous proposions est ainsi complelement 
resolue. 

Pour revenir au cas parlictiiier OLI (T) se reduit an plan de 1'in- 
fini, il faut fa ire 

/i-o; 

alors les deux dernieres formnles (38) et (3g) donnenl 

t = const. 

On peui prendre t i; alors les equations (38) et (3g), ou a, y, z 
deviennent les coordonuees ordinaires, et ou Ton a u. = _ \ repro- 
duiseritle systeme (7). On oblient done la proposition suivanle 
due a M. Cosserat (*) ; 

Les congruences dont les developpables decoitpent sur la sur- 
face ?7wyenne(S\) un re^eau conjugue ont meme representation 
spherique de leurs developpables que les /fg-nes asymptotiques 
d'une autre surface (S) qui correspond a la surface moyenne 
avec orthogonalite des elements lineaires. 

893. On pent, sans avoir recours a une congruence auxiliaire ? 
indiquer d'aulres propri^tes caracteristiques du svsteme (33). 
D^signons par M i et par A deux points correspondants sur les 



( l ) Pour la g6n6ralisation que nous en avons donn^e, on poarra consulter tine 
Note de M. KOENI^S : Sur les systemes conjugues a invariants egaux (Comptes 
rendus de I' Academic des Sciences, t. CX1II, p. 1022; 1891), 
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surfaces (S f ) et (A). Solent (fig. 82) M< *, M< u les tangentes aux 
courbes de paramlres a el [3 sur (S,); A*', Au f les tangcntes aiu 
courbes correspond antes de (A), tangentes nocessairement paral- 
leles aux premieres. A une direction arbitraire M 1 h de la premiere 
surface corresponds non plus la direction parallele A/c' de la se- 

Fig. 82. 





conde, maisla conjtiguee harmoniqne Ah' dc cettc direction par 
rapport aux deux tangentes A*', Aw 7 ; de sorte que, a deux direc- 
tions M f h, M ( /r, divisanl harmoniquoment Vangle des tangentes 
M, ^, Mi , correspondent, mais en sens inverse, deux directions 
parallels de la seconde surface. 

Analytiquement, cette propri^te correspond a la transforma- 
tion suivante que Ton peut faire subir au sysleme (7), 6crivons-lo 
comme il suit 



m- 



m- 

da 



. / 

<u 2 [ 
\ 



da da 

m -. -- n 



En prenant comme nouvelles variables les paramctres dcs deux 
families de courbes definies par la double equation differenliell<t 



n da. = : 



on lui donnera Ja forme 
( 40 4~~ 



da 



d$i ~ da 

-r - = U -r > 

dpi ^ dp 
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dont Interpretation geornetrique fournit la proposition deja ob- 
tenue. 

894. Cette proposition comprend comme cas particulier la sui- 
vante : 

Les ligjies asymptotiques de Vune quelconque des surfaces 
(A) et (S<) correspondent a un systeme conjugue trace sur 
I'autre surface, 

que Ton pent verifier comme il suit. Ecrivons Fequation difleren- 
tielle des lignes asymptotiques. Si Ton pose, pour abreger. 



da da d z a \ , r 

T~ 1ft T~* 1* M = 



da da d' 2 a 



et, si Ton tient compte du systeme (7), on trouvera que les lignes 
asymplotiques de (A) sont definies par 1'equation diflerentielle 

(43) 



et celles de (S,) par la suivante 
(44) 



et de ce resultat analytique decoule la proposition annoncee. En 
effet, sur une surface quelconque ou les coordonnees d'un point 
seraient des fonctions de a et de j3, ies equations (43) et (44) de- 
finissent deux reseaux de courbes telles que les tangenles aux 
courbes du premier divisent harmoniquement Tangle des langentes 
aux courbes du second. Nous rencontrerons souvent cette relation 
dans la suite de ce Cliapitre et nous dirons qtfalors les reseaux 
se t divisent harmoniquement. Par exemple, un reseau conjugue 
divise harmoniquement le reseau des asymptotiques elvice versa. 
Si les Equations prece"dentes sontprivees du terme en dxdfi, c'est 
que les asymptotiques divisent harmoniquement le re"seau con- 
jugue forme 1 des courbes de parametres a et p. 

D'apres cela, considerons les trois rescaux definis par les equa- 
tions 

(I) 

(II) 

(III) 

D. - IV. 
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Stir chaque surface ces trois reseaux se diviscnL harmonique- 
ment. Sar la surface (S) le premier est forme des lignes asympto- 
tiques, les deux autres sont conjugues. Sur la surface (Si) le sys- 
teme II donne les lignes asymplotiques; 1 cl 111 definissent des 
reseaux conjugues. Enfin ? sur la surface (A) les systemes I eL II 
sont conjugueSj le systeme III est compost des lignes asympto- 
tiques. 

895. Pour obtenir des resultals plus complets encore/ nous 
sommcs conduit a adjoindre aux qualre surfaces (S), (S { ), (S), 
(A) deux nouvelles surfaces (S,) eL (A< ) qu'on definira de la nia- 
niere suivante. 

La relation entre (S) eL (S i ) etant parfuitemenL reciproquc, on 
pent faire corresponds au systeme (5) le suivanL 



que Ton en deduira par Techange de x { ,y<, z< en x, y, s. D'apres 
cela, si Ton introduit, comme an n 885, les nouvelles variables 
definies par les formules 



(46) 



X <? Y 1} Z| seront les coordonnees d'un point P 4 decrivant unc 
surface (S,) dont la relation a (S^ sera la memc que cclle de (S) 
a (S). C'est-a-dire que (S { ) et (S i ) seront les deux surfaces lo- 
cales de la congruence engendree par la droite qui joint Icurs 
points correspondants; a tout systeme conjugue trace sur (Si) 
correspondra un systeme conjugue sur (Sj); et, de plus, les Equa- 
tions (46) nous donneront par la differentiation les suivantcs 

K! = * dbi - 



(47) 

d'ou Ton deduit 

(48 ) dX.i dct\ -f- dYj. db\ -4- dZi dci = o. 
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Ainsi la surface (S< ) correspond a la surface, (A, { ) avec ortho- 
gonalite des elements lineaires. Remarquons que, si Ton echange 
(S) et (Si), il faiit, pour conserver les relations geometriques, 
echanger (S) et (S l ), (A) et ( A< ). 

896. Mais les surfaces (A) et (A<) sont liees par une relation 
geometriqiie des plus remarquables. Elles sont polaires red- 
proques rune de Uautre par rapport a la sphere de rayon 
V i ay ant pour centre Vorigine des coordonnees. 

Si Ton porte, en effet, les valeurs de dx\, dy\, dz\ tirees des 
formules (45) dans les equations (5) en tenant compte de la re- 
lation evidente 

a dx -H b dy -+- c dz = o, 
il vient 

(,19) aa 1 -^-^^ 1 -f-cc l -4-i = o. 

D'autre part, si^ dans la relation 

i dxi -4- hi dyi -h Ci dz\ = o, 

on rcniplace les derivees de x { , y^ z { par leurs valeurs deduiles 
du systeme (7), il vient 

da . db ()c da , db dc 



d'ou Ton d<$duit 

( 5o) i da -;- bi db -f- c^ dc = o. 

Celte relation differentielle, rapprochee de requatioii (49)? 
achevc de demontrer la proposition que nous avons enoncee. Re- 
niarquons d'aillcurs que, les deux surfaces (A) et (Aj) etant po- 
Jaires reciproques Fune de 1'autre, il y a correspondance entre 
leurs lignes asy?nptotiques et leurs reseaux conjugues. 

La relation entre les surfaces (A) et (A 4 ) se deduit encore Ires 
simplement des remarques suivantes. 

En vertu de la relation d'orthogonalite 

dx dx^ -f- dy dy^ -h d& dzi = o, 

il existe une droite (D) dontles coordonnees (n 139) sont 
dxi, dy^ dz^ d%, dy, dz, 
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et les formules (5) expriment que cette droite passe par le 
point (a, 4, c). Cetle droite, ayant ses cosinus direcleurs propor- 
tionnels a dx^ dy^ ds^ est necessairemenl tangente a Ja sur- 
face (A) d^crite par le point (a, b, c). 
Pour le mme niolif, la droite (D 4 ) dont les coordonnees sonl 

dx, dy, ds, dx i9 dy\>> ds^ 

esttangenteala surface (A<) Lieu du point (a^ b^ c,). Et.corame 
les deux droites (D), (D { ) sont polaires reciproques par rapporl a 
la sphfere de rayon i admeltant pour centre Forigine des coor- 
donnees, il doit en ^tre de meme des surfaces (A) et (A<). 

897. Nous avonsdiji six surfaces (S), (SO, (S),(Zi), (A), (A,). 
Mais nous pouvons coniinuer Tapplication de noire metliodc do 
deduction et nous allons obtenir six nouvelles surfaces, 

La relation differentielle (i3) peut 6tre remplacec par le sys- 
Leme (12); mais elle peut Filre aussi par le suiyant 

(5,) 

ou Xj, Y 3) Z 3 designent des fonctions auxiliaires, el qui cst non- 
veau. Op^rant comme au n 885, on inlroduirales fonctions 



> 3 s= ^ X 3 Z 
3 =c-Y 3 X 

qui conduisent a la nouvelle relation 



=s o, 



tout a fait semblable a celles, (i 3) et (48), qui out <le deja dediutcs 
de la relation fondamentale (3). Mais ici il se pr^senLe une cir- 
constance nouvelle : on peut obtenir algebriquement les valours 
de X 3 > Y 3 , Z 3 et, par suite, celles de <r/ 3 , &s, ^3- 
On deduit, en effet, du systeme (5i), la relation 

(54) X 3 da -h Y 3 db + Z 3 dc = o, 

ct, si on la compare a Tequation (So), on voitque X 3? Y 3 , Z 3 sont 
proportionnels a ct\^ & I5 c\* 
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D'autre part, de mime que la comparaison des systemes (5) 
et (45) nous avait montre que (A), (A 4 ) sont polaires reciproques, 
dememe la comparaison des systemes toutsemblables (12) et (5i) 
nous montre que la surface (S 3 ) lieu du point (X 3 , Y 8 , Z 8 ) et la 
surface (S 4 ) sont aussi polaires reciproques. On a done 



{55) X 3 #i-f- Yaj^-t-Zs^j-M = o; 

et, comme X 3 , Y 3 , Z 3 sont proportionnels a a,, 6 n c< ? on a 

(56) ^ 3 = X- 3 = ? = 



Portant ces valeurs dans les formules (5a), on trouve 



On a done deux nouvelles surfaces, (S 3 ), deja definie, et (A 3 ), 
lieu du point (a 3 , 6 3 , c 3 ), qui se correspondent encore avec ortho- 
gonalile des elements lineaires, en vertu de la formule (53). 

Les formules analogues 

(, 5-5-5 ' 





b ~~ c ~ ax-- by -+- cz 



de"finiront de me"me deux nouvelles surfaces (A 2 ) et ( S a ), donnant 
naissance aux systemes 

Sj ~ nr J\f v 3*7 
act i = L<$Ci\\ ig Qtb\, 
x w/ dbi = X 2 JZi Z 2 dX 1} (61) 



et a la nouvelle relation 

63 ) da^ <^X 2 4- ^2 ^Ya -t- ^c 2 <a?Z 2 = o. 

On peut continuer encore et rempiacer cette relation par le 
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systeme 

(64) 



qui conduit a introduire les nouvelles variables 



(65) 



2 ^ Y 2 



etdonne deuxnoavelles surfaces, (S a ), lieu du point (x^ y*, 3 a ) T 
et (S 3 ), lieu du point (# 3 , J'ai 5 S ). La differentiation donnc encore 



(66) 

et, de la, on deduit la nouvelle relation 

( 67 ) dx* dx$- dy% dy z + ds* dz* = o. 



Mais ici il faut s'arrelcr. Le cycle est ferme. Si Ton calculc, par 
un proce'de analogue a ceux qui ont ete employes, les valeurs de 



de sorte que ces equations ne changent pas si I'on ecliange les 
indices 2 et 3, o et i. Par suite, si Ton voulait continucr I'appli- 
cation de noire methode a la relation (53), on retrouverait les 
deux surfaces (S 2 ) et (S 3 ). 

On verifiera aisement les relations 



(69) 



toutes pareilles au systeme (66). 
Ainsi se trouve constitu^ 1'ensemble des douze surfaces 

(S), (SO, (S), (A) ? (SO, (AO, (S t ), (A,), (SO, (AO, (SO, (S,) t 
que nous avions annonce. On pent les grouper coxnme il suit : 
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Couples de surfaces guise correspondent point par point. 
1 avec orthogonalite 2 par plans 4 U commc focales 



(2); 
i (Si); 



des 


tangents 3 par polaires <Tun< 


elements lineaires. 


paralleles. reciproques. congmenc 


(S;, (S,); 


(A), 


(Si); ( A i, i Aj ) : ( S; ? 


(A), (2); 


(Ai), 


(S); ^Sti, (S a i; (S^, 


l AI, (S t ); 


(S ), 


CS*); (Sj, iS a ); (Ai. 


(A 4 ), (S,); 


(Sj ), 


(2 2 j; (2^, (S 3 i; 'Aii, 


(A 3 ), (2 3 i; 


(S 2 ), 


(A s ); (S 2 ). (Si; < S 3 1, 



Ce Tableau conduit a un grand nombre de consequences. Nous 
allons le completer par le suivant. 

Les trois reseaux que nous avons designes par les n os I, II, III, 
qui sont harmoniques et qui sonl formes respectivement des 
lignesasymptoliquesde(S), de(Si) et de (A), seretrouvent surles 
douze surfaces. Nous avons vu que le sysleme III correspond a un 
reseau conjugue sur(S)et sur(S!). D'apresle Tableau precedent, 
il correspondra encore a un reseau conjugue sur les polaires reci- 
proques(S 2 ) ; (S 3 ) de ces surfaces aussi bien que sur (S), (2 4 ) qui 
leur correspondent com me focales d'une m^me congruence recti- 
ligne. Considerons en parliculier (S), (S 3 ) ou(S 1 ), ^S 2 )qnise 
correspondent par plans tangents paralleles. Nous a\ons vu 
(n890) que les reseaux conjugues comrnuns correspondenl aune 
equation ponctuelle dont les invariants sont egaux. D'apres cela ? 
le systeme 111, qui correspond sur (2 2 ), (2 3 ) a des reseaux con- 
jugues ayantleurs invariants ponctuels egaux, donnera necessai- 
vement, sur les polaires reciproques, des reseaux conjugues dont 
1'equalion tangentielle aura ses invariants egaux. Ainsi : 

Lorsqup deux surfaces se correspondent avec orthogonalite 
des dlements lineaires, nous avons vu que fes lignes asympto- 
tiques de chacune correspondent sur Vautre a un reseau con- 
jugue dont les invariants ponctuels sont egaux. Nous recon- 
jiaissons de plus que le systeme conjugue commun aux 
deux surfaces a ses invariants tangentiels egaux et que les 
trois reseaux sont en relation harmonique. 

D'apres cela, les systemes I, II, III correspondent, sur chacune 
de nos douze surfaces, au reseau des asymptotiques, a un reseau 
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conjugue ajant ses invariants poncluels egaux, a un reseau con- 
jugue ayantses invariants tangentiels egaux, cTapres laloiindiquee 
dans Ie Tableau suivant : 







LE SYSTliME 






I 


II 


III 


Roseau des asympto- 
tiques pour .. 


fS) (S), (S ), (S ) 


EST 

(S ). (S ), (S ), (S ) 


fA), (A ), (A ) ( A 1 


Reseau conjugud & in- 
variants ponctuels 
egaux pour . , 


(S ), (M, (S ), (A ) 


(S), (A ), (S \ (A ) 


(S), (S ), ( "), f v ) 


Reseau conjugue a in- 
variants tangenliels 
egaut pour 


(S ), (S ), (A ), (A ) 


(S), (S ), (A), (\ ) 


(S), (S ), (S ), ^S } 











On voit que la tli^orie des systeraes conjug'u^s a invariants 
6g-aux se confond avec celle de la deformation infinimenl pelite. 
Nous nous contenterons d'indiquer ici la consequence suivante des 
theoremes que nous venons de demon trer : 

Lorsque, sur une surface, un reseau conjugue a ses inva- 
riants ponctuels (ou tangentiels) egaux, le reseau conjugu&qw 
hdest harmonique a ses invariants tangentiels (ou ponctuels) 
egaux. 

Et nous re'serverons les d^veloppenients geometriques pour Je 
Ciaapitre suivant. 
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CHAPITRE IV. 

TRANSFORMATIONS INVERSES. [AVERSION COMPOSEE. 

Les six couples de surfaces qui se correspondent avec orthogonalite des elements 
lineaires. Theoreme et construction de Ribaucour. Quand on sait resoudre 
le probleme de la deformation infiniment petite pour une surface donnee, on 
sait resoudre ce meme probleme pour toutes les surfaces homographiques et 
correlatives. - Demonstration de ce theoreme general pour les homographies 
qui conservent le plan de 1'infini; pour la transformation par poiaires re'ci- 
proques relative au paraboIoTcle defmi par Pequation s = 



cas particuliers entrainent le theoreme general. Definition de ['inversion com- 
posee : sa propriete fondamentale. Quand on sait resoudre le problume de la 
deformation pour une surface (S), on sait aussi le resoudre pour toutes celles 
qui en derivent par Tin version composee. L'inversion composee rattachee 
aux notions relatives aux formes quadratiques dont les coefficients sont con- 
stants. 



898. D'apres les r6sultats que nous avons elablis au Ghapitre 
precedent, on volt que, si Ton connait deux surfaces (S), (S<) 
qni se correspondent point par point avec orlhogonalile des ele- 
menls lineaires, on pourra en deduire, par de simples operations 
algebriques, cinq autres couples qui seront formes de surfaces se 
oorrespondant Tune a Pautre de la m&ne maniere que les deux 
premieres. 

Si nous rangeons ces couples dans Fordre suivant 

(SI, (SO; (S),(A); (2 3 ),(A 3 ); 
(Sa),(SO; (A,),(SO 



on reconnait que chacun d'eux se deduit de celui qui prc&de 
to uj ours par la meme operation, celle qui nous a permis, etant 
donne le couple (S), (S f ), d'en deduire le suiyant(S), (A). II 
sernble, & la vrit, que, la relation entre deux couples consecutifs 
^lant parfaitemeni r^ciproque, cette operation, appliqude sans 
modification k chaque couple, devraitredonnerle precedent; mais, 
comme elle depend de 1'ordre des surfaces qui composent le 
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couple, il snffit de changer cet ordre pour oblenir le couple qui 
suit. 

On peut interpreter geomelriquement les formules que nous 
avons donnees et qui permetlenl de passer de chaque couple an 
suivant. Mais la construction a laquelle on estainsi conduit prend 
u n enonce plus simple, si Ton substitue aux couples de surfaces 
qui se correspondent avec orthogonal ite des elements lineaires Jes 
couples, formes de surfaces applicables, qu'on pent leur associer 
d'apres la methode du n 854. Pour cela, portons a parlir de 
chaque point M de la surface (S) (Jig- S3), et sur la dii^ectrice de 

Fi^. 83. 




la deformation relative a ce point, c'est-a-dire sur la parallele an 
rayon vecteur correspondant de (S,), des longueurs M<7, Mtf', 
egales et de sens contraires, proportionnelles au module dc la 
deformation, c'est-a-dire egales au rayon vecicur de (S<) mul- 
tiplie par la constante A*, les deux surfaces (U), (U'), lieux. des 
points a et a! seront applicables Tune sur 1'aulrc. Operons dc 
meme pour la surface (S), au point P qui correspond a M; c'est- 
a-dire prenons, sur la droite parallele au rayon vecteur corres- 
pondant de (A), des segments egaux P6, P^ dont la longueur 
commune soit egale a ce rayon vecteur multiplie par la constan tc // : 
nous obtiendrons un nouveau couple (V), (V') forme des sur- 
faces lieux des points b et b' qui seronl, elles aussi, applicables 
1'une sur 1'autre. D'apres les proprietes demontrees au n" 886 le 
plan perpendiculaire sur le milieu de ad sera tangent en P a (S) et 
le plan perpendiculaire sur le milieu de bb f sera tangent en M 
a (S); la droite MP, tangente commune a (S) ct a (S), sera per- 
pendiculaire a la fois a aol et a bb f . Remarquons d'ailleurs que, si V 
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designe Tangle des plans tangents en M et en P aux surfaces (S) 
et (S), on a 5 d'apres Ics equations (i i) du n 883, 

(0 MaP^sinV^/iMF, 

h etant une constante egale an produit de A- et de //. 

Nous pouvons, d'apres cela, enoncer la proposition suivante : 

Lorsqu'on connatt un couple de surfaces (U), (U') applica- 
bles Vune sur I'autre, on peat en deduire un couple nouveau 
par la construction suivante : Le plan perpendicalaire sur le 
milieu M de la droite aa! qui joint les points correspondents 
a, a' des deux surf aces enveloppe une surface (S) qidl touche 
en un certain point P; et la droite MP, necessairement tan- 
gente en P a la surface (S), est aussi tangente en i\J a La sur- 
face (S) lieu du point M. Si, sur la parallels menee par le 
point P & la normale de (S) en M, on porte depart el d'autre 
deux segments egaux P6, Pb f do/it la longueur commune soil 
definie pai- la relation (i), les deux surfaces (V), (V), lieux 
des points b et b' ', sont aussi applicable^ I' une sur Vautre (*). 

La relation etablie par cette proposition entre les deux couples 
(U), (U 7 ) et (V), (V 7 ) est parfaitenaent reciproque, de telle ma- 
niere que la construction indiquee, appliquee au couple (V), 
(V 7 ), redonneraitle couple primitif. Pour oblenir tous ceux que 
nous ont fournis les methodes du Chapilre precedent^ il faudra 
contiaucr a appliquer la meme construction, mais en remplacant 
Tune des surfaces (V) ? (V) par sa sjmetrique relative a Forigine 
des coordonnees. 

899. Nous reviendrons plus loin sur les couples de surfaces 
applicables, qui meritent une ^lude speciale. Nous bornant, pour 
le moment, aux surfaces qui se correspondent avec orthogonalite 



(*) Gelle <Jl^gante proposition se trouve deja ^nonc^e, bien que d'une maniere 
incomplete, dans la premiere Communication de Ribaucour, relative au sujet 
qui nous occupe : Sur la the'orie de Vapplication des surfaces les unes sur les 
autres (Bulletin de la Socie'te Philomatluque, i3 novembre 1869); Ribaucour Ta 
rappelee sans la ddmoatrer, mais en donnant son enonce tout a fait complet, dans 
son Etude des Elassoides. 
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des elements lineaires, nous allons etudier les cinq couples que 
les metliodes du Chapitre precedent font deriver du couple pri- 

mitif(S), (S,) ; 

Parmi ces cinq couples, l'un d'eux merite une attention parti- 
cnliere : c'est ceJui qni est forme des surfaces (S 2 ) el (A 2 ). En 
effet, la surface (S 2 ) ne depend en aucune maniere de (Sj), 
puisqu'elle est simplement la polaire reciproque de (S) par rap- 
port a la sphere de rayon i qui a Forigine pour centre. Par suite, 
on deduira de toutes les surfaces (Si ) qui correspondent aux 
differentes deformations in finiment petites de (S) toutes les 
surfaces (A.%) qui definissent de meme les deformations in fi- 
niment petites de ( S 2 ) . Ainsi 

Ouand on sait resoudre le probleme de la deformation in- 
finiment petite pour une surface donnee, on sait resoudre ce 
m&me probleme pour sa polaire reciproque relative a une 
sphere. 

900. Cette proposition n'est qu'un cas particulier de la suivante 
que nous allons etablir dans toute sa generality : 

Quand on sait resoudre le probleme de la deformation in- 
finiment petite pour une surface donnee, on sait resoudre ce 
meme probleme pour toutes les surfaces nouvelles qui en deri- 
vent par t homo graphic ou la correlation les plus generates. 

En eflfet, commencons par considerer les transformations homo- 
graphiques qui conservent le plan de Pinfini et qui sont d^fmies 
par des formules telles que les suivantes : 

,r'= ax -i- by -H cz H- 7i, 

^ + AI, 



il est clair que, si Ton deTmit x\, y\ , z' { en fonction de x { , y { , 
par les relations 



^ -4- 2 2\ 
! -+- ca^i -h k^ 
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on aura identiqueinent 

(4 ) dx dx l -H dy dy^ 4- dz dzi = dx' dx\ 4- dy' dy\ 4- cfo' ^ . 

Par suite, a toute solution de Inequation 
(ft) dx d%i-\- dy dyi-- dz dzi~ Q, 

les formules (2) el (3) ferontcorrespondreune solution del'equa- 
tion 

(6) dx'dx\ 4- dy 1 dy\ 4- <&'<&; = o, 

et vice versa. G'est la demonstration du theoreme qae nous avons 
en vue pour le cas special oil Von soumet la surf ace (S) a 
toute transformation homographique qui conserve le plan de 
Vinfini* 

901. Considerons maintenant le systeme 

dz = p dec -t- q dy, 

(7) 



deja donne an n 867, et qui remplace 1'equation a verifier (5); 
p et q y designenl, nous 1'avons vu, les derivees de s consideree 
comme fonclion de x et de y. Employons la transformation deja 
mise en usage au n 88S, et introduisons les nouvelles yariables 



u px H- qy z. 



(8) 



La differentiation nous donnera, en tenant compte des rela- 
tions (7), 

du = CG dp -\-ydq, 

( g ) i dv = oc dri z\ dq^ 

dw = y dr^ 4- zi dp, 

et de la on deduit 

(10) du dry 4- dv dp 4- dw dq = o. 

C'est dire que la surface lieu du point (/>, q, u] et la surface lieu 
du point (v, w, r\] se correspondent avec orthogonaliie des ele- 
ments line"aires. 
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Or 3 />, <7, a sont les coordonnees du pole da plan tangent a la 
surface (S) relativement au parabolo'ide defini par 1'equation 



Done, qitand on salt resoudre le problems de la deformation 
infiniment petite pour une surface (S), on sait aussi resoudre 
le mfime probleme pour la polaire reciproque de (S) relative- 
ment au parabolo'ide defini par ^equation (i i). 

Cc cas particulier, ajoute a celui que nous avons doja etndid 
dans le numero precedent, nous suffit pour elablir le iheoreme 
general que nous avons en vue; car il esl aise de rcconnailre que 
toule transformation homographiqne et loute transformation corre- 
lative s'obtiennent par I'emploi repete des deux transformations 
particulieres que nous avons considerees, 

Ainsi, a toute solution du probleme des elements recLangit- 
laires ou de la deformation infiniment petite obtenue pour 
une surface (S), on pent faire corresponds , par voie alge- 
brique, une solution pour les surfaces qui derive/it de (S) d 
Vaide de la transformation homographiqne ou correlative la 
plus generate. 

11 est inleressant de voir ainsi s'inlroduire les proprielcs pro- 
jectives dans le probUme de la deformation infiniment petite, alors 
que le probleme de la deformation finie parait dependre avant 
tout des relations metriques. 

902. Au reste si, pour arriver a la transformation homogra- 
phique la plus generale, on ne vent pas employer Finterinediairc 
d'une transformation par polaires reciproques, on pourra joindre 
a Thomographie que nous avons etudi^e en premier lieu celle qui 
est definie par les formules suivantes : 



z = - 



On verra facileraent que, si Ton pose 
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on aura la relation 

(U) dx'dx\ -4- dfdy\ -+- dz'dz\ = ~ ( dx dx, ->- dy dy^ dz ds{). 

-c ~ 

qui etablit encore, pour ce cas special, la proposition que nous 
avons en vue. La transformation definie par les formulas (12) et 
(i3) est un cas limite de celle que nous allons etudier, ainsi que 
nous le montrerons an n 908. Mais c'est un resulrat bien connu 
qu'en combinant les liomographies defimes par les deux system es 
(i 2) et (2) on arrivera a 1'homographie la plus generate. 

903. Si Ton e'tudieatlentivement le second Tableau donne plus 
bant [p. 72] on y verra que toujours une surface delerminee y esl 
accompagnee d\me meme surface. Ainsi, clans cbacune des place* 
oil se irouve (S) on rencontre (S 2 ); de sorle qne les trois reseaux 
de courbes designes respectiveinent par les chiffres romains I, II 
eL [Iljouentlem^merdlesur(S)elsur(S 2 ). Par exeniple, comme 
les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux surfaces, on 
voit qu'a tout rescau conjugue trace sur (S) correspond un reseau 
conjag'ue trace sur(S 2 ). La relation est de meme nature entre 
(S|) et (S 3 ). Etudions la transformation par laquelle on deduit 
directement (S 2 ), (S 3 ) de (S) et de (S,). 

Elle est definie par les formnles 



xi y\ si r y js x, 

elle est done purement ponctuelle; c'est-a-dire qu'elle fait cor- 
respondre aux deux points M(#, 7, 5), M, (x^y { , z { ) de (S) et 
de (S,) deux points M^x^y*, 5a ), M 3 (^ 3 ,jK 3 , 5 3 ) de (S 3 ) et de 
(S 3 ) dont les coordonnees dependent seulement de celles de M et 
de M<. Mais elle offre un autre caractere sur lequel il importe 
d'insister : les coordonn<es de M 2 dependent, a la fois, de celles 
deM et de celles deMj ; de sorte que la transformation s'applique, 
non a des points isoles, mais & des couples de points. On peut. 
bien faire corresponds M 2 a M et M 3 a M { , mais M 2 variera si M f 
varie, alors m6me que M resterait fixe. 

Comme la transformation se r^duit a Finversion ordinaire, 
quand les deux points M et M, coincident, nous lui donnerons le 
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nom &* inversion co?nposee. Pour 1'etudier, nous ecrirons les for- 
mules precedentes sous la forme un peu plus generate 



qui fait correspondre aux points M, M< des points 
( X 'M y'\ 3 5/ i)? designes maintenant par M', M!,. 
Des formules precedentes on deduit la suivanle 



07) 

d'ou il resnlte immediatement que la transformation esL invo/u- 
tive. Si au couple M, M { correspond le couple M 7 , M' p recipro- 
quement a M 7 , M', correspondront M, Mj . 

G'est ce qui reunite aussi de la construction geomctrique sui- 
vante des points M7 5 M,. Soil 1'origine des coordomiees cjue 
nous appellerons aussi, par analogic, le pole de P inversion, P la 
projection de M\ sur OM, P< la projection de M sur OMj. J-<e 
point M 7 sera sur le rayon OM< a une distance du point dclinie 
par la relation 

(18) OM'.OPiSsA-s 

et, de m^me, le point M' t sera sur OM a une distance definie par 
la relation 

(19) OM'i OP =/,''. 

En d'autres termes, M 7 sera le p6le ? par rapport a la sphere de 
rayon k, du plan mene par le point M perpendiculairement au 
rayon vecteur OM< et de m6me M^ sera le pole du plan meno par 
M< perpendiculairement au rayon vecteur OM. 

Voici maintenant quelle est la propriete fondamcntalc dc la 
transformation. Associons au couple M, M< un second cou|)lo 
N, N< auquel correspondront les deux points N 7 , N ; 4 ; on aura la 
relation geomctrique 



(20) wapT 



^ 

OM ON OMj ONi cosMOM! cosNONj 

Si Ton d^signe, en effel, par 5, Y), ^ ? i? TI,, ^; ?, V, C; 
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S',, '/)',, ', les coordonnees des points N, N,, N', N' 4 cette relation 
geometrique se trad ait par Tegalite 

/ ^'-nw- 

~ 



dont la verification se fait presque immediatemenl. II suit de la 
que, si les deux segments MM 1? NN< sont tels que MN soit per- 
pendiculaire a MiNV, il en sera de meme pour les segments trans- 
formes. 

Si Ton suppose que Jc segment NN, soit infiniment voisin de 
MM , , en posant = x + dx, . . . , , = jc { + dxi , . . . , 1'egalite 
prececlente nous donnera 



i dx' dx\ + df dy\ 4- dz' ds\ 






et Ton reconnait ainsi que Tinversion composee conserve toute 
correspondance en Ire deux surfaces qui a lieu avec orthogonalile 
des elements lineaires infiniment petits. 

904. Les resultats que nous avons etablis relativement aux 
douze surfaces nous revelent encore une propriete remarquablede 
1'inversion composee. D'apres la troisieme colonne du Tableau de 
la page 71 on voit que la surface (S 2 ) est lapolaire reciprocjue de 
la surface (S). Or nous avons etabli (n 886) que Ton saura re- 
soudre par des quadratures le probleme de la deformation infini- 
ment petite pour (S) des qu'on saura resoudre ce probleme pour 
(S); (S 2 ) etant la polaire reciproque de (S), onpeutdoncenoncer 
la proposition suivante : 

Des qu'on salt resoudre le probleme de la deformation in- 
finiment petite pour une surface (S), on salt aussi le resoudre 
par de simples quadratures pour la surface (S 2 ) qui en de- 
rive si on applique V inversion composee au couple forme de (S) 
et de toute surface (S 4 ) qui lui correspond avec orthogonalite 
des elements lineaires infiniment peiits. 

905. Revenant a 1'ensemble denos douze surfaces, nous vojons 
D. - IV. 6 
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qu'il resulte des propositions precedentes qne Ton saura resoudre 
leprobleme de la deformation infiniment petite pour les quatre 
surfaces (S), (S), (S a ), (2 S ), dont les lignes asymptotiques sont 
formees par le reseau T, des qu'on saura le rgsoudre pour Tune 
d'elles. La premiere de ces surfaces est definie par les formulas 
(0) [P- 49] k ^> ^ 2 ' ^ 3 sont tro * s so ' ul * ons particulicres de 
Tequation (2) [p. 4g]. Pour obienir la seconde (S), il faudrait, 
nous 1'avons vu au n 886, remplacer 9 i? 9 2 , 63 respectivement 

nar ? > > el 1'equation a invariants cgaux correspondant a 

* (0 CO W * 

cette surface admettrait la solution-- Un calcul facile montrera 

w 

de meme que, pour obtenir la polaire reciproque (S 2 ) de (S), il 
faudrait remplacer 9 I? 6 2 > 9 3 par 



et Tequation correspondante admettra la solution 



Enfin, pour la surface (So), les nouvelles valeurs de O l? 2 , 
seraient 

, -. . Xw A ,, Yco n/ , Zto 

r , 3 =. 



et 1'equation correspondanle admettrait la solution 



(^es resultats sont resumes dans le Tableau suivant : 



SURFACES. 

i 


6,- 


,- 


.- 


w. 


fSI 


o 


6 


6 


to 


/S 1 ) 


tf l 

5 


7i 




1 


r^ ^ 


0) 

a? 


CO 

7 


(0 




(t> 
**, + 77, + 55, 


v ^a ; 

f^ } 


8,37 + 8,7 + 6,5 
Xto 


8^ + 0,7 + 8,5 
Vw 


6,0+ 6,7 + 6,5 
Zto 


0,07 + 0,7 + 8,5 
0, + 0,7 + 8,5 


(^3) 


asa? 1 +>7 1 4- as, 


,H-W, + i 


a? 1 +77 1 + 5, 


TOt+7/,-*-^ 
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Les quatre equations a invariants gaux qui correspondent aux 
qualre surfaces peuvent 6tre integrees des que Ton a integre 
Time d'elles. G'est ce qui resulte de 1' Analyse precedente et ce 
que I'on pourrait deduire aussi du theoreme de M. Moutard. 
Mais, tandis que toute deformation infiniment petite de (S) donne 
sans aucune quadrature, corame nousTavons vu, une deformation 
infiniment petite de la polaire r^ciproque (S a ), il faudra, au con- 
traire, effectuer des quadratures pour trouver une deformation 
infiniment petite de Time ou 1'auire des deux surfaces (S), (S 2 ), 
polaires reciproques Tune de 1'autre. 

906. A la transformation homographique, a la transformation 
par polaires reciproques, a Finversion compos^e on peut joindre 
encore une derniere transformation, celle qui est definie en pre- 
nant pour x, y, 5 3 x^ y { , ^, des fonctions lineaires CL coefficients 
constants de nouvelles variables ^, y r , ^, #' n / n z\, assujetties 
a la condition de reproduire, a un facteur constant pres, la forme 
quadra tique 

dx dXi 4- dy dyi 4- dz dz^ 

c r est-a-dire a donner 

dx dxi -+- dy dyi H- dz dz L = h ( dx' dx\ 4- dy' dy\ -H dz' dz\ ). 

Le lecteur, familiarise avec cette theorie, reconnaitra sans peine 
que pour obtenir, de la maniere la plus generate, de telles trans- 
formations il suffira de soumeltre 9^, 9o, 3 , co a la transformation 
lindaire et homogene la plus generate, c'est-^-dire de poser 



' " 



AI, A*j, //, mi d^signant des constantes quelconques. La surface 
(S ; ) qui correspond ainsi a (S) aura sa deformation infiniment 
petite dependante de la m&me equation aux derives partielles 
que la surface (S). Gette transformation generale, dont nous ne 
dirons qu'un mot, comprend ^videmment, comme cas particulier, 
celle que nous avons consideree au n 900. Remarquons d'ailleurs 
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(ju'elle correspond pureinent et simplement, d'apres les equa- 
tions (6) du n 883, a une transformation homograpliique aussi 
generale que possible de la surface (A), 

907. Nous n'insisterons pas davantage sur Loates ces transfor- 
mations ; il nous parait ton cependant de montrer quelle est la 
veritable origine de Pinversion composee, et comment die pent 
etre rattacliee a quelques notions tres familieres aux geomctres, 
relati\ r es aux formes quadra tiques donl les coefficients sont con- 
stants. 

fitant donnees deux surfaces (S), (Si), lieux dcs points 
M (x,y, 5), M< O, ,7, , s, ), posons 



(28) 



On aura identiquement 
(3o) $ 



de sorte que, si les surfaces (S), (S^ se correspondent point par 
point avec orthogonalite des elements lineaires, les deux surfaces 
(U), (Ui), lieux des points a(C 5 '/I, 0? ^(^r^iu^)? sontapplicablcs 
1'une surTautre. Cela pose, considerons la forme quadraliqnc 

F = < 



qui peut^tre mise sous la forme d'une somme de six carrcs : 

(82) F 



Si Ton coosidere, dans 1'espace a six dimensions, le point a 
dont les coordonnees reclangulaires sont 



il sera represent dans 1'espace ordinaire, soil par le couple dcs 
points M, M! , soit par celui des points a, a'. Or la forme F se rc- 
produit lorsqu'on effectue, dans 1'espacc a six dimensions, un 
deplacement quelconque, c'est-a-dire lorsqu'on soumeL $, vj, ^ ? 
^?i> f* v iij ^i a- une substitution lin^aire orthogonale quelconquc. 
Elle se reproduit meme ^ un facteur constant prfes si I'on combine 
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ce deplacement avec une transformation homo the tique arbitraire. 
Cela donne, dans 1'espace a trois dimensions, la transformation 
du numero precedent et Ton voit que la forme F ne cessera pas 
d'etre nulle, apres cette transformation, si elle 1'etait auparavant. 
Ainsi se troavent elablis les rdsultats des n os 900 et 906. 

Mais la forme F se reproduit aussi, a un facteur pres, lorsqu'on 
soumet les monies variables , Y), ... a une inversion; c'est-a-dire 
lorsqu'on effectue une substitution de la forme 



Si done elle etait deja nulle, elle ne cessera pas de Telre. Par 
suite, la transformation defmie par les formules precedentes 
transforme un couple de surfaces applicables en un autre couple 
de meme nature. 

Si Ton prend partout le signe et si Ton introduit les va- 
riables x,yi , x\ , y\i z\, les formules precedentes deviennent 

(34) f! = / = i! = i=Zi a= fi = & 

y*i yi i & y z xxi^-yyi-^zz^ 

Ce sont celles que nous avons donnees au n 903 et qui conser- 
vent la propriete de deux surfaces de se correspondre avec ortho- 
gonalite dcs elements lineaires. 

908. En terminant ce Chapitre, nous montrerons que les for- 
mules precedentes comprennent, comme cas-limite, celles qui ont 
Ql& donnees au n 902. 

Remarquons d'abord que, dans la forme 

doc dxi +- dy dy\ -+- dz dz^ , 

on peut toujonrs remplacer x\ par ax\ et x par - > a desi- 

gnant une constante. Si Ton remplace en outre x j par^ a et 
/ k -2 p ar rt? l es formules se pre'sentent sous la forme suivante 



&' & y' JS T y}\ Cl y\ Z\ d 

Faisant croitre a mdefmiment, on trouvera 



a?, 
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puis 

x' = lim (a -; - J = 

On a ainsi 



(35) 



r = -r-' 



Aux notations pres, c'est le resulial signal^ au n 902. 
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CH1PITRE Y. 

APPLICATIONS DIVERSES . 

Etude du cas particulier ou la surface (S 4 ), qui correspond & (S) avec orthogo- 
nalite" des elements lineaires, se reduit un plan. Ge que deviennent alors les 
douze surfaces. Application a la question suivante : determiner toutes les con- 
gruences rectilignes pour lesquelles la surface moyenne est un plan. On de"ter- 
mine, parmi ces congruences rectilignes, celles qui sont forme"es des normales a 
une surface. Etude du probleme plus etendu : determiner toutes les surfaces 
pour lesquelles les developpables forme'es par les normales decoupent, sur la de- 
veloppee moyenne, un rdseau conjugue. La solution de ce probleme se rarane 
a la determination de la deformation infmiment petite des surfaces minima. 
Cette determination se ramene d'ailleurs a I 5 inte"gration d'une equation lineaire 
harmonique. C'est de la meme equation aux derivees partielles que depend la 
determination des surfaces ayant meme representation sph&rique de leurs lignes 
de courbure que la surface minima adjointe a la proposed. Comment on re- 
trouve les surfaces minima dans 1'etude de la deformation infiniment petite 
de la sphere. Developpement des calculs. Deformation infiniment petite 
d'une surface a courbure constante negative. L'une des douze surfaces de- 
vient alors une de ces surfaces, considerees en premier lieu par M. Voss, et sur 
lesquelles il y a un reseau conjugue exclusivement compose de lignes ge"ode- 
siques. fetude des d6veloppantes de ces surfaces. Elles constituent Pune 
des nappes d'une congruence rectiligne pour laquelle les developpables corres- 
pondent aux lignes de courbure sur les deux nappes de la surface focale. 
Demonstration geometrique des tlieoremes de M. Guichard, relatifs a ces sur- 
faces. Lc Chapitre se termine par la demonstration d'un lemme dont il a 
etc" fait usage dans la demonstration pre'ce'dente, et qui est susceptible de nom- 
breuses applications a la the*orie des congruences rectilignes. 



909. Nous avons ddja signal^ plus haul une solution vidente 
du probleme des elements rectangulaires : c'est celle ou, la sur- 
face (S) etant quelcpnque, la surface ($>i) est un plan. II est in- 
teressant de rechercher ce que deviennent, dans ce cas special , 
les douze surfaces d6finies an Chapitre precedent. On a alors 



(i) 
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#oj &<M c ; #i? #i Ci designant six conslantes quelconques. 
D'apres nos tableaux et nos formules, on reconnait sans peine 
qua les quatre surfaces (S,), (A), (S 3 ), (A 2 ) se reduisent a des 
plans, tandis que leurs polaires r^ciproques, Jes surfaces (S,), 
(Aj), (S 3 ), (A 3 ), se reduisent a des points. 11 reste done a exa- 
miner seulemcnt les Lrois surfaces (S), (S 2 ), (S 2 ) qui, avec (S), 
completent le sjsteme cherche. Or, la surface (S) est, en general, 
1'enveloppe du plan defmi par Fequation 

(a) sfi (X - x) H-7i ( Y jr) 

qui devientici 



Le lecteur reconnait Inequation du plan forme par loules les 
droiles qni appartiennent a un complexe lineaire, el passenl par 
le point (#, j/, 5). La surface (S) est done la polairc reciproque 
de (S) par rapport ait complexe lineaire defini par les six con- 
stantes a , & , c oi <^ij &o c <- O'est un resultal qu'il etail 
ais6 de prevoir. Nous savons, en effet, que ? dans le cas qui nous 
occupe, il ne s'agit pas (n 8S6) d'une veritable deformation de la 
surface (S), mais d'un simple deplacement d'ensemble de cetle 
surface. Pour cliacun de ses points, la direclrice de la deforma- 
tion devient la direction de la vitesse du point, dans cc deplace- 
ment; et le plan perpendiculaire a celte directrice, plan qui enve- 
loppe la surface (S), n'est autre que le plan du complexe lineaire 
engendre par toutes les droites qui, dans le deplacemenl consi- 
der^, sont normales a la vitesse d'un de leurs points. Ainsi se 
trouve confirmee la relation etablie par le calcnl entre (S) el (S). 

Quant aux surfaces (S 2 ) et (S 2 ), elles sont, d'aprfts le Tableau 
dela page 71, les polaires reciproquesde(S) et de(S) par rapporl 
& la sphere de rayon i ajant Forigine pour centre. Cela snffit a 
les definir et & montrer qu'elles sont, entre elles, clans la meme 
relation dualistique que (S) et (S), potirvu que Ton substitue au 
complexe lindaire defini plus haut son polaire reciproque par rap- 
port a la sphere de rayon i. Les surfaces (S) et(S 2 ) sonl cvi- 
demment en relation homographiqnepuisqu'elles sont les polaires 
rdciproques d'une m^me surface (S) Tune par rapport & un com- 
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plexe lingaire, Paulre relativement a une sphere. La meme re- 
marque s'applique aux surfaces (S), (2 2 ), qui sent les polaires 
reciproques de (S), 

Gette solution tout exceptionnelle du probleme propose s'ob- 
tienlen prenant pour co dans les formulas (C) [p. a5] unecombi- 
naison lineaire a coefficients constants des solutions pardculieres 
Qi> O^j 8 3 , a savoir 



Si ie lecteur voulait en deduire des couples de surfaces appli- 
cables conform&nent a la methode du n 8S4-, il reconnatlrail aise- 
menl qu'on obtient seulement ainsi deux positions differentes 
d'une mcme surface ou deux surfaces symetriques. On peut 
raltacher cette remarque a im beau theoreme de Ghasles relatif au 
solide milieu dans le emplacement fini d'une figure invariable 
quelconque. Dans un article public en i83i (*), rillustregeomelre 
enonce la proposition suivante : 

Quand on a dans I'espace deux corps par f alternant egaux, 
et places d'une maniere quelconque, si Von joint par des 
droites les points du premier aux points homologues du se- 
cond, les points milieux de ces droites formeront un second 
corps solide qui sera tel qu'on pourra lui donner un mouve- 
ment inftniment petit dans lequel tons ses points se dirigeraient 
suivant ces memes droites ( 2 ). 

II suffit evidemment d'appliquer ceLte proposition au cas ou les 
deux corps cgaux se reduiraient a des surfaces egales pour re- 
Irouver le cas particulier de la deformation infiniment petite etu- 
dice au commencement de ce numero. 



(*) CIUSLKS, Note sur les proprietes generates du systems de deux corps 
semblables entre eux, et places d'une maniere quelconque dans I'espace et 
sur le deplacement fini ou infiniment petit d'un corps solide libre; communi- 
qu6e k la Socict^ Philoinatbique, stance du 5 fevrier i83r (Bulletin deFermsac, 
t. XIV, p. 321-826). 

( 2 ) Si les deux corps dont il est question dans le the'ore'me de Ghasles, au lieu 
d'etre parfaitement ^gaux, e'laient symetriques, le solide milieu se reduirait a un 
plan. 
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910. Ce cas particulier que nous venons de considerer inler- 
vient de la maniere la plus simple dans la solution de la queslion 
suivante : 

Determiner toutes les congruences rectilignespour lesquelles 
la surface moyenne est unplan. 

Si, en effet, la surface moyenne est un plan, le reseau inter- 
cepte sur ce plan par les developpables de la congruence est n- 
cessairement conjugu^, comzne Ions les reseanx plans, et il n'j a 
plus qu'a appliquer la proposition generale des n os 891 et 892 en 
supposanl seulement que la surface (S| ) se reduise a un plan (P). 

A eel effet, on prendra arbitrairement la surface (S), et Ton 
adjoindra au plan (P) une droite fixe (d] perpendiculaire ace 
plan. On fera lourner la surface (S) de 90 atilour de (rf) ; puis on 
projettera tous ses points sur le plan (P). A chaque point M de la 
surface primitive (S) correspondra ainsi un point M' du plan (P). 
La correspondance etablie par cetle construction sera <5videm- 
ment telle qu'a tout element lineaire de (S) corresponde un el^- 
ment lineaire orthogonal de (P), et Ton rcconnaitra sans peine 
qu'elle devient la plus generale de toutes celles qui satisfont a 
cette condition, si, dans la construction, on substitue a (S) une 
de ses homotlictiques par rapport au pied de la droite (d) sur le 
plan (P). 

Si Ton applique maintenant a 1'ensemble des deux surfaces (S) 
et (P) la proposition du n 892, on voit que, pour oblenir la con- 
gruence ckerchee, il suffira de mener par chaque point M' du 
plan (P) une droite qui soit parallele a la normale menee en M a 
la surface (S). On pent ajouter que, d'apres la proposition gd- 
ndrale indiquee au n 891, les plans focaux de cette droite de la 
congruence seront perpendiculaires aux langentes asjmptotiqucs 
relatives au point correspondant de la surface (S) (* ). 

-911. Cetle solution generale du probl&tne pos^ nous conduit 



(*) Ceue construction a 616 donn^e par M. G. GUIOHARD dans une Note : 
les congruences dont la surface moyenne est un plan, ins6r6e en 1892 au 
tome CXIV des Comptes rendus, p. 729. M. Guichard dit aussi quelcjues mols 
du cas ou les droites de la congruence sont les normales d'une surface. 
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a examiner le cas particulier ou Ton exige, non seulemenfc que la 
surface mojenne soil un plan, mais aussi que la congruence soil 
formee des normales a une surface. D'aprs la construction pre- 
cedente des plans focaux, il sera necessaire et suffisanl qu'en 
chaque point de (S) les langentes asymptotiques soient rectan- 
gulaires, c'est-a-dire que (S) soit une surface minima. 

Ainsi,pour obtenir toutes les congruences de normales dans 
lesquelles la surface moyenne est un flan, il suffira d'etablir, 
comme on Fa indiqueplus haul, une correspondance avec or- 
thogonalite des elements entre une surface minima quel- 
conqae et un plan, puis de mener } par chaque point duplan, 
une droite parallele It la normale au point correspondant de 
la surface minima. 

912. Plus generalement, proposons-nous le probleme suivant: 
Determiner toutes les surfaces pour lesquelles les developpa- 
bles form&es par Les normales decoupent sur la de^eloppee 
moyenne un reseau con/ague. JNous donnons ici le nom de de- 
veloppee moyenne & la surface decrite par le milieu du segment 
forme sur chaque normaie par les deux centres de courbure. Nous 
allons voir que la solution de cette question est liee a Petude de 
la d&formaiion infiniment petile des surfaces minima. 

Repor tons-nous, en efTet, a la construction donnee au n 891, 
et qui nous fait connaitre toutes les congruences pour lesquelles 
les d^veloppables decoupent sur la surface moyenne un reseau 
conjugue. Pour que ces congruences soient formees de normales, 
c'est-a-dire pour que les plans focaux de chaque droite soient rec- 
tangulaires, il sera necessaire et suffisant qu'en chaque point de 
(S) les tangentes asymptotiques soient rectangulaires, c'est- 
a-dire que (S) soit une surface minima. Ainsi : 

Pour obtenir la congruence de normales la plus generale 
dans laquelle les developpables decoupent sur la surface 
moyenne un reseau conjugue) il suffira de determiner la sur- 
face la plus generale (S f ) qui correspond a9ec orthogonalite 
des elements Iin6aires d une surface minima quelconque; puis 
de mener par chaque point de (S<) une parall&le a la nor- 
male an point correspondant de (S). 
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913. Cela nous amene a dire qnelques mots du probleme cle 
la deformation infiniment petite des surfaces minima. 

En nous reportant au n 203, nous reconnaltrons aisement que ? 
si 1'on prend les equations qui definissent une surface minima 
sous la forme suivante : 



(4) 



. /-Us- 1 7 .fV 2 -i , 

o? = i I du ij y , do, 



./u . .rv , 

3 Zlj ^dll '21 I Y' dv > 



U, V designant des fonctions de a et de p respectivement, liqua- 
tion differentielle des lignes asymptotiques prendra la forme 



(5) 



Les cosinus directeurs de la normale seront ici 



(6) 



UH-V 



.v-u 



Si, aulieu d'introduire les parametres 



i UV 

i-h UV* 



(7) a 

des deux families de lignes asymptoliques, on conserve les va- 
riables u et p, les trois fonctions 9 1 , 9 2 ; 83 considerees au n 870 
auront les expressions suivantes 



(8) 



.V-U 

="J 



i-UV 



et elles satisferont a 1'equation aux drivees partielles 

f-L\' 

y)2A ,12 A ' 

(9) 



<M 
dt' 



qui remplacera Tequation (19) du n 870, et qui est celle qu'il 
faudra integrer si Ton vent r^soudre le probl^me de la d^forma- 
tion infiniment petite de la surface minima. Or, cette Equation 
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apparlienl au type de celles que nous avons nominees harmoni- 
ques [IT, p. 198]. Ainsi : 

La determination de La deformation infiniment petite d'une 
surface minima quelconque se ramene a Vintegration de 
I 3 equation lineaire harmonique la plus generate. 

L'etude des equations harmoniques a ete faite an Livre IV, 
Chap. IX. Nous n'j reviendrons pas ici. 

Revenant au probleme du numero precedent, nous nous con- 
tenterons seulement d'indiquer comment on determine les sur- 
faces normales atix droites dechacunedes congruences obtenues. 

Si Ton pose 



on aura 
(n) 



etl'on reconnaitra aisement que 9 4 est encore une solution par- 
ticuliere de 1'equation (9). Gela pos<$, la surface normale aux 
droites de la congruence sera definie par Jes formules 



oil 1'on a 



Jes coordonnees x\^ y\, z\ de la surface (S 4 ) etant definies par 
les formules analogues 



Si Ton veut que la surface moyenne (S 4 ) se reduise a un plan, on 



g4 LIVRE VIII. CIIAPITRE V. 

pourra prendre 

(ID) w = /i0 3 , 

h designant une constanle quelconque. 

914. Dans le cas qui nous occupe, il y a lieu de signaler une 
propriete interessante dti groupe des douze surfaces. D'apres la 
proposition generate qui a ete etablie an n 895, la surface que 
nous avons design^e par (A r ) est la polaire reciproque de la sur- 
face (A) par rapport a la sphere de rayon i admettant pour centre 
Porigine des coordonnes; eL elle est, par suile, Fenveloppe clu 
plan dont 1' equation est 



(16) OiXH-OiY-t-Q 4 Z4-<i> = o. 

Elle correspond a la surface minima (S) avec parallel isme des 
plans tangents, et nous savons, de plus, que les lignes asymplo- 
tiques de (S) correspondent a un reseau, conjugue dc (A<) 
(n897). Gela pose, introduisons la surface minima (S') qui est 
Fadjointe de (S) (n 210). D'apres les relations <lablics enlre 
(S) et (S'), nous voyons que la correspondance entre (S 7 ) ct(A 1 ) 
aura lieu avec parallelisme des plans tangents et, de plus, que les 
lignes de courbure de (S') [correspondanl, nous Favons vu, aux 
lignes asymptotiques de (S)] correspondent a un reseau con- 
jugue de (A|). Nous concluons de la que le reseau conjugue 
commun a (S f ) et a (A,) sera forme des lignes de courbure de 
ces deux surfaces, etqu'elles auront rune et Vaitkre la meme 
representation spherique de leurs lignes de courbure. Ainsi : 

Chaque solution da probleme de la deformation infinimenl 
petite d'une surface minima fait connaitre une surface ayani 
meme representation spherique que la surface minima ad- 
jointe et vice versa- 

Ces deux problemes : deformation infmiment petite d'une sur- 
face minima, determination des surfaces ayant meme representa- 
tion spherique de leurs lignes de courbure que 1'adjointe a la sur- 
face minima, se ramenent Fun a Fautre, et dependent de la m&Tic 
equation Im^aireharmoniq'ue. Le lecteur etablira aiscmcnt ce re- 
sultat par Fanalyse en remarquant que a = u -H 9 et p = u r 
sont les paramfetres des lignes de courbnre de Fadjointe, et appli- 
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quant a ce cas particulier la solution du problenie de la repre- 
sentation spherique indiqu^e an n 162. 

915. On retro uve encore les surfaces minima en etudiant une 
autre application parliculiere de nos propositions generales. 

Supposons qne la surface (S) soit une sphere definie par 1'e- 
quation 

(17) a?s + ^H-5*=[, 

et reportons-nous a nos Tableaux [p. 71], 

La surface (S 2 ) polaire reciproquede(S)sera aussiune sphere, 
identique a la premiere; el les deux points homologues de (S) et 
de (S 2 ) seront diametralement opposes. 

Les surfaces (S^ et(A 2 ) qui correspondent aux deux spheres 
avec orthogonality des elements iineaires seront (n 863) les sur- 
faces moyennes de deux congruences iso tropes. 

Pour indiquer ce que sont les huit autres surfaces, remarquons 
que, le systeme I etant form6 des lignes de longueur nulle de 
(S) et de (S 2 ), les reseaux II et III qui lui sont harmoniques sont 
formes necessairement, sur chacune de ces spheres, de lignes 
orthogonales. Ces deux reseaux auront leurs invariants ponctuels 
(on langentiels, ce qui est la meme chose dans le cas de la sphere 
et de toute surface du second degre) egaux: el, comme ils sont 
harmoniques Pun 1'autre, les courbes appartenant a I'un d'eux 
bissecteront en chaque point I'angle forme paries courbes appar- 
tenant a 1'autre. 

Comme la sphere (S) et la surface (A.< ) se correspondent par 
plans tangents paralleles, le systeme II, qui est conjugue sur ces 
deux surfaces, sera necessairement forme, sur (A.<), des lignes de 
courbure; et comme, sur(A i )etsur(S), les tangentes aux courbes 
du systeme I sont paralleles aux points correspondants des deux 
surfaces ('), il enresulte que, sur (A<), le systeme I sera neces- 



(') En. general, si Toa choisit parmi les douze surfaces deux quelconques de 
cellcs qui sc correspondent par plans tangents paralleles, nous avons vu au 
n 893 qu'ea des points correspondants de ces deux surfaces les courbes de Tim 
quelconque des r6seaux I, II, III ont leurs tangentes paralleles. Seulement, 
tandis que, pour I'un d'eux qui est le re*seau conjugue* commun, les courbes cor- 
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sairement forme des lignes de longueur nulle. Ce sjsteme 
conjuguc, (Ai) sera une surface minima; et la relation entre 
(A,) et (S) sera Lelle que les IJgnes de longueur nulle se corres- 
pondent sur les deu\ surfaces, les lignes asymplotiqucs de (A,) 
correspondant a im svsteme rectangulaire de (S). Nous relrou- 
vons les proprietes essenlielles relatives a la representation splie- 
rique des surfaces minima, 

Le raisonnement precedent s'applique a (S, ), qui derive de (S 2 ) 
comme (A,) de (S). Les deux surfaces minima ( A<), (S,) se cor- 
respondent avec parallelisme des plans tangents, similitude des 
elements infinimenlpelils; les lignes asymp uniques de Time cor- 
respondent aux lignes de courbure de 1'aulre. Cela resullc des 
Tableaux de la page 7 i. Nous verrons plus loin que ce sont deux 
surfaces adjointes I' une a 1'autre. 

La definition des aulres surfaces ne presente plus aucune difii- 
culte. 

La surface (S), associee a (S), et la surface (S 2 ), associee a (S 2 ), 
constituent les deux nappes des surfaces focales de deux con- 
gruences pour lesquelles les lignes asymploliques se correspon- 
dent sur les deux nappes. Par exemple, les lignes asymptotiques 
de (S) correspondent aux generatrices rectiligncs dc la sphere (S). 

Les surfaces (A) et(S 3 ) sont, d'aprcs les Tableaux, des polaircs 
reciproques de surfaces minima. Enfin, les surfaces (S 3 ) el(A 3 ) 
sont les polaires reciproques des surfaces moyenncs de deux con- 
gruences isotropes, 

Sur toules ces surfaces, on saura determiner les rescaux I, II, 
III par de simples quadratures. 

Si Ton associe la surface moyenne (S,) a la surface minima 
(S|), on voit cju'clles sont les deux nappes de la surface focalc 
d'une congruence ^ lignes asymptotiques correspondanles, Ainsi, 
/es lignes asywptotiques de la surface moyenne (S,) corres- 
pondent a celles de la surface minima (2,). 

II ne resle plus qu'a donner les resultats des calculs. 



respondariLes admellcnl des Langenlcs parallelcs; pour les deux autrcs, qui son I 
formes des lignes asymptotiques sur Tune ou sur Pauire des deux surfaces, cc 
sont les tangentes aux courbcs non correspondantes qui sont paralleles (n* 893 
efc 894). 
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916. Les coordonnees #,JK, z d'un point de la sphere (S) se- 
ronl defmies en fonction des parametres oc el [3 des lignes asym- 
ploliques, c'esl-a-dire des lignes de longueur nulle, par les for- 
mnles si souvent employees 



(18) 



Les quan tiles 9,, 9 2 , 6 3 qui figurent dans le Chapilre precedent 
el sonl relives aux cosinus directeurs de lanormale paries for- 
mules (17) du Chapitre II, OLI \ est determine par 1'equation (27) 
du m^ntie Chapilre, auront ici poiir expressions 



(19) 



Elles saiisferonlj comnie a?,^, v, a Fequaiion du second onlre 
O q - aO 



(20) 



Si on les porie dans les fonnules de M. Leiieuvre, elles donne- 
ront naissance aux identiles 



da. 



(22) 



*y^; =""' 



-T-J 

c)a 



auxquelles on pent joindre les suivantes, qui s'en deduisent im- 
m&lialement par diff^renliation, 



(a3) 



dy dz dy dz __ 9 ue 

"" ~~ ~~ ' 



> 4 r 



Remarquons encore que a?,/, ^sont des solutions parliculieres 
D. IV. 
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des deux equations 



ce qui permet de simplifier les calculs. 

917. Pour trouver la surface (S,) qui correspond a la sphere 
(S) avec orthogonality des elements lineaires, il faul d'abord in- 
tegrer Tequation aax deriv^es partielles (20). L'integrale generate 
de cette equation est 



cp(a) et ^(P) designant deux fonctions arbitrages. Mais, afin quo 
la surface (S| ) soit reelle lorsque cp et fy sont des fonctions imagi- 
naires conjugates, nous prendrons pour la solution co du Cha- 
pitre II, ['expression suivante 

(27) co = 0//. 

Remarquons les deux relations identiques 



auxquelles satisfait 0. 

Les coordonnees ^ i3 j',, ^ t de (S|) sont alors defniies par des 
quadratures telles que la suivante 



quadratures que 1'on effcctue sans difficulte. 
Si Ton pose 



sera encore une solution de 1'equation (20), solution que Ton 
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deduirait de 8 en y remplagant respectivement cp(a), 'i(,3) par 
f'-(a) el i 'i(. On Irouvera 



Oa) 



. . 

a tip ^ = 



'TT^~ 4 ' 



On a vu que (Sj) est la surface moyenne d'une congruence 
isolrope (n 863). Les ^ians focaux de celte congruence seraient 
definis ici par les equations 



a 2 )/!-*- 2 a^!= 



(33) 



Apres (S\ ) ? toutes les autres surfaces s'obtiennenl sans aucime 
quadrature. Les coordonnees a, b, c d'un point de (A) ont pour 
expressions 

X Y 3 

(3.j) a=^i ' Cr= F' 

La polaire r^ciproque (A,) de (A) est definie par les formules 



(35) 



dx 



ds 



on, en developpant les calculs, 



2 * 



' CD H- 



On Irouvera de m^me, pour les coordonnees d'un point de (S) 
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les expressions 



< Y / a( ? _i~ ' '. ji' 

y H ;T^ " jj~ ^jo ' 

~0 Ja "" Y ^ ' 
et pour celles du point (^X,, Y,, Z.,) do ( S,") 



(36) - -^ -r- - Q ~- -,- -y 

_,_ 

"* "" ~fk 



0? t).r 



(i H- aS/ 2 /^cr rJK 

= --- - 





/,= 



_ 



ou encore 



X 1= = t 



ces valexirs se deduisant de celles dc^, 6|,c', ou Ton remplaeera 
par <r, c'esl-a-dire y et ^ par /y eL /i. 

On Irouve ensuite, pour les aulres surfaces, les formulas sui- 
vantes 



APPLICATIONS DIVERSES. 

el 






219 ds '2 r 6 <JZ 

_- 4. _ _ , 



ou Ton a pose 
(38; i^i-H ^i 

Signalons encore Ics idenlit^s 

(39) ar+- by -- c^ = -, 

<[i permellent de simplifier les calculs. 

918. Nous terminerons ce Ghapitre, consacre a des applica- 
tions, en indiquant plusieurs propositions interessanLes relatives 
an cas ou la surface fondamentale (S) a sa courbure constante et 
negative. Nous supposerons, comme toujours, que cette courbure 
totale ait la valeur i. En changeant un peu les notations et de- 
signant par Q la fonction que nous appelions to au n 879 ? nous 
anrons I'equation aux derivees partielles 

e)*a i . rt 

( 1 > -; ^rj = " SH12Q, 



a et (3 designant toujours les parametres des lignes asympto- 
tiques. Avec ces notations, Tenement lindaire de la surface serait 
deTmi par la formule 

( 4 1 ) ds~ =. dx* +- d$ 2 H- a cos a Q dy. d$, 

deja rappelee au meme endroit. 

Les cosinus directenrs 6,, 9 2? 63 de la nonnale satisferont main- 
tenant (n 879) a liquation aux derivees partielles 



et si 6 d^signe la solution la plus generate de cette derniere equa- 
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tion, c'esl ceUe solution qu'il faudra subsliluer a w dans les for- 
mules (C) [p. 25] pour oblenir la surface la plus generate ojui 
correspond a (S) avec orthogonalite cles elements lineaires. 

Conside'rons ici encore la surface (A,) qui correspond a (S) 
avecparallelisme des plans tangents aux points homologues. Gette 
surface est, nous 1'avons deja remarquc, Fenveloppe du plan de- 
fini par 1'equation 

(43) 



tout a fait semblable a celle qui a ele indiquee au n 91 i. 

Nous avons vu d'une maniere generale (n 897) que les lignes 
qui, sur (A.\), correspondent aux Jignes asymptotiqucs dc (S) for- 
ment dans tons les cas un reseau conjugue de (A,). Nous allons 
demontrer qu'ici ce reseau est entieremenl forme de lignes 
geodesiques. 

En effet, pour obtenirle point de (Aj), ilfaut adjoindre a liqua- 
tion precedente ses deux derivees par rapport a a ct a ^ 

W, *j y , W^ 

dy. da oz Ox 

' V ^ V 3 7 j. A 

^ ^ ^ = 

On peut joindre a ces equations les suivantes, bien souvenl 

rappelees, 

S A dX 
>*- 

v ; 



ou v dcsigne le signe de Lame. Diilerenlions la derniere par rap- 
port a [3; nous aurons 

n^ 
t)i 

La deuxieme somme esL nulle; on le reconnatt immediatemenl 
en remplagant les derivees secondes de 6 M 6 2j 6 3 par leurs valeurs 
d^duites de liquation (4^). II reste done la relation 

(46) 
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Ccttc relation, rapprochee de la derniere des equations (f5), 
montre qne la droite dont les parametres directeurs sont 

^ ^Oj ^0, 
oat 9 fa 9 lh. 

csl normal e a deux tangentes consecutives de la courbe de para- 
metre a tracee sur (A,). C'est done la normale auplan oscu- 
lateur de cetle courbe. 
Mais, comme on a 

(4?) QjH-o;H-ej = i, 

ct, par suite, 



= 0, 



on reconnait imm^diatement, dans le cas special qui nousoccitpe, 
que cette normale cst parallele an plan tangent de (A|). Done 
toute courbe de parametre a, traceesur (A. { ), e^f z^/ze lignegeo- 
desique de (Aj). 

Comme rien ne distingue les parametres a et j3, la demonslra- 
lion s'applique aussiaux courbes de parametre p. 

919. Les surfaces qui jouissent de cette propriety d'admetlre 
n reseau conjugu6 forme de lignes geodesiques ont ete consi- 
der^es en premier lieu par M. Voss ( { ). On pourra consulter 
aussi sur ce sujet un important Memoire de M. Guichard que 
nous avons d^ja cite [p. 4o] et sur lequel nous reviendrons plus 
loin [p. io5], 

R^ciproquement, proposons-nous de determiner toutes les sur- 
faces (V) jouissant de la propriete precedente. Designons main- 
tenant par a, (3 les parametres du systeme conjugue forme de 
lignes geodesiques et supposons que QI, 6 2 , 6 3 soient les cosinus 
directeurs de la normale a la surface. Alors on aura 

(48) 0-hel-hOj = i, 



( f ) A. Voss, Ueber diejenigenFldchen, aufdenen zwei Schaaren geodatischer 
Linien ein cojijugirtes System bilden (Sitsungsberichte der K. Akademie zu 
Mu/ichen, mars t888). 
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el la surface chercliee sera 1'enveloppe d'un plan defini par une 
equation de la forme 

(49) OjX -t- 0>Y H- O..Z + = o, 

oil 0, 9 } , G 2 , 6 3 sont des solutions particulieres d'une cerlainc 
equation aux derivees partielles 



T + D ~\Q + uu > 
da dp 

A, Bj C designant des fonctions de a et de [3. On aura toujours les 
relations 

SdOj 
! "dcT ~~ ' 

S^i 
1 "dff ~ J 

qui s'appliquent dans tons les cas. 

Pour exprimer que la ligne de paramctre a est geodesique, il 
fant ecrire que la droite definie par les parametres directeurs 



-7- ; ~7~ ? ~r 

Ox Oy, Ox 

droite qui est parallele au plan tangent et qui est normale a la 
tangente de la courbe, est aussi normale a la tangente consecutive, 
c 7 est-a-dire que Ton a 



D'apres cela, differentions la derniere des relations (01) par 
rapport a ^ 5 on voit que la relation prec^dente pourra ^tre rcm- 
placee par la suivante 

Sd 2 1 dX 
dodS "dS = ' 



ou,enremplacant j-^| et les deux derives analogues par Icurs 



valeurs deduites de Tequation (5o) et tenant compte des relations 

precedentes 

Qt dX 



T> 

B -<JS 
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Le coefficient de B ne saurait etre nul, puisque les courbes de pa- 
rametre a ne sont pas des lignes asymptotiques. On a done 



En considerant de mme les courbes de parametre [3, on trou- 
verai I 



Done 6 i , 8 2 , 6 3 salisfont a line equation de la forme 



ce qui caracterise les cosinus directeurs d'une surface a courbure 
constante; et L'on retrouve la generation de la surface qui nous a 
servi de point de depart. 

920. Dans le Memoire auqnel nous avons fail allusion plus 
haul (*), M. Guichard a ajoute aux resultats precedents une pro- 
position elegante et nouvelle que Ton pent enoncer comme il 
suit: 

Designons toujours les surfaces precedentes par la lettre (V), 
et considerons les developpantes (G) des surfaces (V), c'est- 
a-dire les surfaces normales aux tangentes de Pune ou 1'autre des 
deux families de lignes geode"siques composant le reseau con- 
jugue de (V). Si, par chaque point d'une surface (G), on mene 
la parallele a la normale au point correspondant de la surface (V) 
d'ou elle est deduite, cette parallele, qui sera necessairement tan- 
gente a (G), engendrera une congruence jouissanl des proprietes 
saivantes : 

1 Si nous appelons (G) et (G') les deux nappes de la surface 
focale, les developpables de la congruence correspondront a line 
ligne de courbure de (G) eta une ligne de courbure de (G'); par 
suite, les lignes de courbure se correspondront sur (G) et sur(G'), 
de telle maniere que Farete de rebroussement de 1'une des deve- 



(*) C. GUIGHARD, Recherches sur les surfaces a courbure to tale constante et 
sit?* certaines surfaces qui s'y rattachent (Annales de Vficole Normale supe- 
rieure, 3 e s<Srie, t. VII, p. 233, aoftt 1890)- 
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loppables de la congruence soit lonjours uuc lig % ne de courburc 
de la surface qui la contienfc. 

2 Les lignes dc courbure de (G) el de (G') ou, ce qui csl la 
meme chose, les developpables de la congruence correspondent 
aux geodesiques du systeme conjugue trace sur la surface (V). 

3 Les surfaces (G) obtenues : comme nous 1'avons indique, au 
moyen des surfaces (V) sont les plus ge"nerales qui jouissent de 
Ja premiere propriete; de sortequ'ilrevientau meme de chercher 
les surfaces (G) on les surfaces (V). On passe des unes aux aulr.es 
par de simples constructions ge*oinetriques. 

M. Guichard a ctabli ces propositions par le calcul; il sera plus 
instructif de les demontrer par la Geometric, et dc les rattacher 
a un theoreme general dont nous anrons a fairc usage plus loin. 

Voici quel est ce theoreme : 

Quand les developpables se correspondent sur les con- 
gruences engendrees par deux droites paralleled (a?), (d { ) : i les 
plans focaux de (d) sont paralleles it ceux de (d { ) ; 2 les droites 
(8), (3 f ) qui joignent les points focaux correspondants de 
(d) et de(di] se coupeni en un point qui est celui oil le plan 
des deux droiies (rf), (d<) louche la surface () qu'il enve- 
loppe; 3 les deux droites (3), (5,) sont cojijuguees par rap- 
port a la surface (0); et les courbes conjuguees qu'elles enve- 
loppent correspondent aux deux families de developpables 
des congruences considerees. 

Admetlons celte proposition que nous demontrerons plus loin 
et appliqnons-la de la maniere suivante : 

Soient (G,) et (G 2 ) deux surfaces admeltant (V) pour deve- 
loppee et dont les normales soicnt tangentes respeciivemcnt aux 
geodesiques des deux families conjuguees Iracdes sur (V). Soienl 
M<, Mo les deux points de (G 4 ) et de (G 2 ) qni correspondent an 
m^oie point M de (V) et soient (rfi), (rf a ) les normales en M i? 
M 2 au plan MM, M 2 , normales qui sont respectivement des tan- 
genles principales de (G^) et de (Go). II est clair que les de"ve- 
loppables engendrees par les droites paralleles (d\] et (d^) se 
correspondent, puisqu'elles correspondent, les unes et les autres, 
au sjsteme conjugu^ trace' sur (V); soient (G<), (G' 2 ) les deux 
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nappes focales de la congruence engendree par (d^ et(G 2 ), (G' { ) 
les deux nappes focales de la congruence engendree par (c/ 2 ). 

D'apres le theoreme precedent, (G<), (G'Jse correspondent 
par parallelisme des plans tangents. Or le systeme conjugue com- 
mim a ces deux surfaces, systeme evidemmcnt forme des courbes 
qui correspondent aux developpables des congruences engendrees 
par les droites (<:/ i )et(rfo), est forme sur (G<) des lignes de cour- 
bure; il en sera done de me'me sur (G,), puisque, sur ces deux 
surfaces, les courbes du systeme conjugue commun ont, achaque 
instant, leurs tangentes paralleles. 

Done, sur les deux nappes focales ( G',), (Go) de la congruence 
engendree par (d), les lignes de courbure se correspondent et 
correspondent aux developpables de la congruence, 

La demonstration s'etend evidemment a la congruence en* 
gendree par la droite (f/i). 

921. Reciproquement, considerons une congruence engendree 
par une droite (rf), et pour laquelle les lignes de courbure des 
deux nappes focales correspondent aux developpables de la con- 
gruence. Soient(G H ), (G 2 ) les deux nappes decrites paries points 
focaux de (d). Designons par ( V< ) et (V 2 ) celles des deux nappes 
des developpees des surfaces precedentes pour lesquelles le plan 
tangent est normal a (d ), Le systeme conjugue' commun a (V<) 
et ( Vo) est evidemment celui qui correspond sur ces deux nappes 
aux lignes de courbure de (G\) ou de (Go), c'est-a-direaux deve- 
loppables de la congruence. Or, ce systeme est forme, nous le 
savons (n 426), de deux families de courbes se correspondant 
avec parallelisme des tangentes; nous savons aussi que, des deux 
courbes correspondantes a une meme ligne de courbure de (Gj) 
ou de (Go.), Tune au moins est nne developpee de ligne de 
courbure et, par suite, une geodesique de la surface sur laquelle 
elle est tracee. II en sera done de m&ne de Tautre, puisque les 
tangentes aux points correspondants et, par suite, les plans oscu- 
lateurs des deux courbes son t paralleles. Done les deux surfaces 
(V,) et (V 2 ) admettront, Pane et Pautre, un re*seau conjugue* 
forme de lignes ge'ode'siques, et ainsi nos propositions se trouvent 
complelement demontrees. 
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Elles donnent naissance a plusieurs consequences, Lant analy- 
tiques quo geometriques. 11 nous snfilra d'avoir montre commenl 
on pent les ratlacher a Telude de la deformation infiniment petite 
des surfaces a courbure constante. 

Nous termincrons ce Chapitre en donnant la demonstration du 
iheoreme sur lequel nous nous sommes appnje plus haut ? et 
mSrae d'une proposition plus generale. 

922. Etant donnee une surface (S), soient (C), (C/) deux con- 
gruences rectilignes distinctes dont les developpablcs se corres- 
pondent et interceptent sur (S) un meme systrme conjugue. 
L'ensemble des deux congruences et de la surface (S) domic lieu 
aux remarques suivantes. 




Designonspar(S), (Si) les deux nappes locales de la congruence 
(C) ? par (S 7 ), (S'J celles de la congruence (C'). Soienl [Ji un point 
quelconque de (S) ( fig. 84)5 pux, pfi les deux courbes du sjsteme 
conjugue qui se croisent en pi; piMM^ la droite de la congruence 
(C), dont les points focaux seront M, M { ; jjiM'M', la droite de la 
congruence (C7), dont les points focaux seront M', M\. 

Les nappes (S), (S'), (Si), (S\) seront d^crites par les points 



APPLICATIONS DIYERSES. 109 

M, M', M n Af,. On peul toujours supposer que les nappes (S), 
(S 7 ) soient celles dont les plans tangents en M, M' se coupent su'i- 
vant la tangente [U a la courbe jjiaet alors les plans tangents cnM,, 
M', aux nappes (S<), (S',) se couperont suivant la tangente y.u a 
la courbe [J.J3. Cela pose, nous allons demontrer que le plan des 
deux droiles p.M, uM 7 louche sonenveloppe (E) air point de ren- 
contre O des deux droites MM', M.M',; que ces deux droites 
sont des tangentes conjugates flfe(E); et en/in que les courbes 
de (E) auxquelles elles sont tangentes correspondent aux dt>- 
veloppables de Vune ou 1'autre des deux congruences (C) ou 
(0). 

En effet, lorsque le point [j. se deplace suivant lacourhe jjLJi, les 
points focaux M, M 7 decrivent des courbes respectivement tan- 
gentes aux droites pM, [xM 7 . Les deux plans tangents en M, M f 
a (S) et a (S') et les deux plans tangents qui lenr sont consecutifs 
ont un point commun. En effet, Fintersection des deux premiers 
est la droite |-U, Pintersection des deux suhants est la droite con- 
secutive a p.* quand on se deplace sur la courbe JJL^. Or, ces deux 
droites se conpent necessairement puisque les courbes ;j.a, a3 
sont conjuguces d'apres Phypothese ; et leur point commun sera 
le point focal t, distinct de a, de la droite pC dans la congruence 
engendree par cette droite. Done les qtiatre plans consideres ont 
en commun le point t. Prenons-les dans un ordre different : lc> 
deux plans tangents consecutifs a la nappe (S) se couperont sui- 
vanl la conjuguee de Mp. qui sera Mi d'apres ce qui precede; et 
de ineme, pour la nappe (S 7 ), la conjuguee de M'pi sera M f *. Les 
deux nappes (S), (S 7 ) se trouvent done dans la relation definie 
aux n os 423, 424 [II, p. 229 et suiv.]. Les tangentes du sjstcme 
conjugue commun a ces deux nappes concourent, les deux pre- 
mieres en a, les deux autres en t\ et, par suite, les developpables 
de la congruence (D) engendree par la droite MM 7 correspondent 
a celles de (G) ou de (C 7 ). II en est de meme pour la congruence 
(D i ) engendree par M, M^ . 

Considerons maintenant le plan pMM 7 des deux droites. Quand 
le point [x decrit la courbe pi|3, sa caracteristique esL evidemmeni 
la droite MM 7 . De me*me, quand le point a decrit la courbe aa, la 
caracteristique du plan est Mi M' r Done il louche son enveloppe 
(E) an point de rencontre des deux droites. 
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D'aulre part, quand le point JJL decrit la courbe jji(3 5 le plan focal 
de MM' se confondant avec le plan [/.MM', le deplacement du 
point a lieu necessairemcnt dans ce plan. Mais le plan focal 
de M|M', etant distinct de [xMM' 5 Le deplacement du point 0, qui 
se fait aussi dans ce second plan focal, ne pent avoir lieu quo sui- 
vant son intersection OM<M', avec le precedent. Done, les droites 
OM 5 OM { sont conjuguees par rapport a (E) et les coiirbes au\- 
quelles elles sont tangentes correspondent bien, comme il a etc 
annonce, aux developpables de Tune ou 1'autrc des congruences 
(C) 01, (C'). 

923. Si Ton suppose maintenant que la surface (S) sc red nil 
au plan de 1'infini, les deiiK droites corrcspondantes des con- 
gruences (C) et (C') deviennent paralleles. De plus, tout reseau 
plan etant n^cessairement conjugue, la double condition qnenous 
avons imposee aux developpables de (C) et de (C7) dc sc corres- 
pondre et de couper la surface (S) suivant les courbes cl'un reseau 
conjugue se rdnit a 1'unique condition que ces developpables se 
correspondent dans les deux congruences. Les nappes (S), (S ; ) 
ontleurs plans tangents paralleles ainsi que les nappes (Sj), (S',) 
et nous retrouvons ie theoreme dont nous avons fait usage plus 
haul (n 920). Nous donnerons plus loin, n" 9-il a 9ii, une de- 
monstration directe et des complements de ce tbeorrme. 

924. Revenons a la proposition generale. Si nous la transfor- 
mons parpolaires reciproques, elle se change dans la suivante : 

Si les developpables de deux congruences se correspondent 
de Lelle manlere que les droites quijoignent les points focaux 
correspondents soient deux tangentes conjuguees d'une mewe 
surface (S') les plans focaux correspondents se coupentsuivant 
deux tangentes conjuguees d'une autre surface (E ; ), 

qui n'est autre qiie la rtSciproque de la proposition primitive. 
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CHAPITRE VI. 

ROULEMEtfT DE DEUX SURFACES I/UIVE SUR I/AUTRE. 

Rappel des formules donnees au Livre VII, Chapitre III. Relations entre Ics 
quantitds D, D', D" de Gauss et les rotations /?, q, r, p l3 q^ i\. Roulement 
d'unc surface (0) sur unc surface applicable (0J. Formules donnees au 
Livre I; formules complementaires. Comment on peut raltacher a la consi- 
deration du roulement nne nouvelle methode de recherche des surfaces appli- 
cables sur une surface donnee. Tout mouvemcnt particulier contenu dans le 
deplacement general se ramene au roulement d'une surface reglee sur une sur- 
face de meme nature et applicable sur la premiere. Premier cas ou ces sur- 
faces reglees sont developpables. Extension de la notion de reeiprocite relative 
aux tangentes conjuguees. Second mouvement particulier dans lequel les sur- 
faces reglees sont developpables. Systcme conjugue commun a (0) et a (0,) 
considere par Ribaucour. Theorcmes de M. Koinigs relatifs a ce systeme 
conjugue* commun. La theorie des syslemes cycliques et le theorcme fonda- 
mental du n 761 rattaches a la consideration du deplacement 6tudie dans ce 
Chapitre. Propriete relative aux congruences engendrees par des droites pa- 
ralleles et pour lesquellcs les developpables se correspondent. Proprietes 
diverses des differents systemes cycliques que Ton peut rattacher au meme de- 
placement. Comment la connaissance cVun couple de surfaces applicables 
peul conduire a une infinite de couples de surfaces admellant la meme repre- 
sentation spherique. 



925. Les propositions que nous avons d^veloppees dans les 
Chapttres precedents nous font connaitre un nombre illimite de 
couples de surfaces (), (0|) applicables Tune sur Tautre. Or, si 
1'on considere une de ces surfaces, (0j) par exemple, comme fixe, 
on peut toujours amener la seconde (0) a etre en contact avec la 
premiere, de telle maniere que les deux surfaces se touchentpar 
deux points homologues, et que les courbes homologues des deux 
surfaces qui passent en leur point de contact yadmetlent la meme 
tangente. On obtiendra ainsi une serie de positions de la surface 
(), qui dependront de deuxparametres; et 1'on aura ce cas parli- 
culier du deplacement a deux variables dont il a ili question aux 
n os 58 et suiv. [I, p. 69 et suiv.]. Le moment est venu d'etudier 
ce deplacement d'une maniere plus complete. Nous rappellerons 
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d'abord quelques resullats de'ja etablis au Livre VII, Chap. [[I 
[III, p. 242 et suiv.]. 

Nous avons vu que, si x, y, z et c, c', c' f designent respective- 
ment les coordonnces rectangulaires d'un point d'une surface (0) 
et les cosinus directeurs de la normale en ce point, ces quantites, 
considerees comme fonclions des coordonnees curviligncs u et r, 
satisfonL a des equations de la forme suivanle 



(0 



d*x D . dx 

7-7= r . CH- Ar- 

Ou- IJ du 



d.r 



- - - 
tin do 



D' 
. 
11 



Ox 
-- 

da 



~ n . 

= -rr C -+- G -p- H- G, , 
d^ 11 11 t^ dP 



el a celles qu'on obliendrail en y remplacant x ot c par y et c;' 
ou par z et c ;/ . Dans ces equations A, A 1? B, B o C, Gj depcndenl 
exclusivemenl de Pelement lineaire et sont delermines par les equa- 
tions suivantes [III, p. a5i] 



(a) 



- 

Ot( '2 



c)p 2 du J -A Jr ' 



E fX-Sr 



Quant a D, D f , D ;/ , ce sont les determinants defmis par les for- 
mules (6) [III, p. 244] et qui donnent naissance a Tidentite 



(i) 



do dx = ( D 



2 D' 



D r 



926. Les relations dififerentielles entre D 3 D', D" sont clablies 
par les formules (24) et(25) [III, p. 248]. On poiirrait les d(5~ 
duire aussi du systeme(i). Car, si Ton retrancbe la scconde 
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tion de ce sysleme, differentiae par rapport a z/, de la premiere 
differentiee par rapport a p, si 1'on remplace les derivees de c par 
leurs expressions (8) [III, p. 244] et les derivees secondes de x par 
leurs valeurs deduites des formules (i) elles-mmes, on trouvera 

une expression lineaire par rapport a c, ~ ? y- dans laquelle les 

coefficients de ces trois quantit^s devront evidemment etre mils. 
En particulier, si on egale a zero le coefficient de c, on aura la 
premiere des relations suivantes 

j d /D\ d /D'\ . 4 D' . ,. ~ ,!>' 
(5) 



d'ou la seconde se deduit par une permutation facile. En develop- 
pant on reconnaitra aisement que ces formules sont identiques a 
celles qui ont ete donnees plus haut [III, p. 248]. 

927. Nous avons deja remarque (n 700) que ces equations. 
jointes a la formule finie (21) [III, p. 246] peuvent remplacer les 
formules de M. Codazzi. Au reste, si Ton yeut etablir la relation 
entre le syst^me precedent et celui qui est developpe au Livre V, 
Chap. II, et qui repose sur la consideration du deplacement du 
triedre (T), il suffira de rernarquer que Ton a 



(6) 

(7) do = a(q dti-\- q\dv) 

et, par suite, 
(8) 



En comparant a Tequation (4) donn6e plus taut, on voit que 
Ton doit avoir, conformement aux formules (43) [II, p. 878], 



(9) 

et de la on d^dait, comme il fallait s'y attendre, 

(ro) DD"-D'* = 
D. - IV. 
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Le rapprochement des formulas precedents (4), (8) et de 
liquation (17) [II, p. 354] nous montre que Ton aura 



^1 = S dc dz = ~ 



o /2 d^signant la courbure de la section normale dont la direction 
est definie par les differenlielles rfw, rfr. 

928. Cela etant, revenons au mouvementde la surface (0), qui, 
d'apres les propriet^s dej& donnees au n 60, peut tre defini un 
roulement de (0) sur (81). Nous avons vu que tout deplacement 
elementaire de (0) esl une rotalion autour d'un axe passant par le 
point de contact, situe dans le plan tangent coimnun a (8) et 
a (,); et nous avons obtcnu les formulas suivantes. 

Soient x^y^ z les coordonneesrectangulaires du centre ins tan- 
tane, c'est-a-dJre du point de contact de (0) ei de (8 4 ), rapportees 
d des axes invariablement lies a(&). Designons par P ? Q, R, P< 7 
Q,, R, les six rotations relatives a ce mouvement. Nous sa- 
vons (n 59) qu'en introduisant seulement trois fonctions auxi- 
liaires X, p, ^ , on peut les exprimer par les formules suivantes 



(12) 



dx n d& . ^ fa 

I= -^ 



, dz dz 

R = X - -+ (JL -r~ , 

da l dv 



, 

R 1= -~. a!- + A - 
r 



Quant aux translations 5, *a, s? 5i> 'li? Sn clles sont definies par 
les formules 



i-~-^iJ = 0, 
^ PX^ =o, 



par lesquelles on exprime que la vitesse du centre instanlan con- 
sid^re comme appartenant a la surface mobile est nulle dans tout 
deplacement Elementaire. 

Nous avons indiqu6 au n 60 que ces formules conduisent a une 
nouvelle methode de recherche des surfaces applicables sur une 
surface donnee. 11 est clair en effet que, si Ton donne la surface (6), 
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la determination des fonctions A, u, JJL, entrainera la connaissance 
de la surface (i). Tout se ramene done a la determination de ces 
trois fonctions. 

Si Ton porte les valeurs des rotations dans les trois equations 



(16) 



les seules qui restent a verifier, d'apres 1 'analyse du n S9 3 on trouve 

d t c? \^ x \ , d / dx * dx\ _ ^\R 



et deux equations analogues en y et s. Developpons et remplacons 
les derivees secondes de x par leurs \ r aleurs (i) , puis egalons a zero 

les coefficients de c, ? - On aura les trois equations 



D ji! a D f X H- D'p. IP( jjLfjLi X ) = o, 



(18) 



dont 1'integration ferait connaltre les valeurs les plus generates 
de 1, [x, [^ . 

929. On peut les ramene r a une forme beaucoup plus elegante. 
Pour faire disparaitre dans la premiere les termes du premier 
degre, posons 



09) 



P-Dt 



H* 



D i5 D' D ; J 6tant les inconnues que noxis substituons a A, ;JL, p. t . 
Apres substitution et quelques reductions, on trouve, en tenant 
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compte du sjstcme (5), les equations suivantes 
D'; 2 DjD^D'2-DD", 



toutes pareilles a celles du sysleme (5)$ en sortc que D 1? D' n D, 
satisfont aux monies equations que D, D', D /; . Nous alJons montrer 
en efFet que ce sont les valeurs prises par D, D ; , D r/ lorsqu'a la 
surface (0) on substitue la surface (, ). 

930. Considrons le triedre (T) que nous avons raltaclie a 
chaque point de (0) pour obtcnir les formules de M. Codazzi et 
dont les rotations sont definies par les composanles/?, y ? /',/>,, 
q { , r { relatives aux axes de ce triedre. Pour avoir les compo- 
santes P', Q 7 j R' 7 P' n Q' t , R\ de ces rotations par rapport aux axes 
choisis dans ce Chapitre, axes qui sont invariablement lies a (0), 
mais quelconques, il faudra employer les formules 

. P'= ftp -h bq 4- cr, 
(91) ) Q'= a' p -+ b' q -4- c'r, (22) 

IV = a" p +- b" a -+ c" r ; 



Bornons-noas aux deux premieres et remplacons-y a et 6 par 
leurs valeurs deduites des equations 



{a3) 

En tenant compte de ce que Ton a ; en grandeur et en signe, 



et utilisant les relations (9), on trouvera 

f , nl D r dx D dr n , D" dx D r d 

(20) P = YTT -T -- rj-r - -- h C7*, " I = TT* ^ -- 7r^ i 

v ' II 2 du ll l dv * H 2 du H* ()c 

On aura des formules analogues pour Q', QJ, R', RJ. 
Considerajit maintenantle triedre (T) comme attach^ non plus 
& la surf ace (0), mais a la surface (i) 3 on trouverait de memepour 
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ses rotations P' 7 , P,, ... les valenrs 



D 4 , D' D" designanl les valeurs que prennent D, D', D" quand 
on passe a la surface (@ i ). Quant a r et 7% , leurs valeurs sont les 
memes, comme on sail, dans les deux cas, puisqu'elles dependent 
exclusivemenl de Telement lineaire et de la maniere dont le 
triedre (T) est attache a la surface. 

Cela pose, supposons que u et v prennent des accroissements in- 
fmiment petits quelconqnes et que (T) prenne la position (T') 
dans la surface () et la position (T") dans la surface (><). Le 
roulement de (6) sera celui qui amenera le triedre de sa position 
(T 7 ) en (T"). Or ce mouvement infiniment petit peut etre decom- 
pose en deux : Tun, qui amenera le triedre de (T 7 ) en (T ) et donnera 
naissance aux rotations T? f du P' H dv, . . . ; 1'autre, qui amenera 
le triedre de (T) en (T 7 ) et donnera naissance aux rotations 
P'du + P'J rfr, ---- II suit de la que Ton doit avoir 

P du + Pj d = P' du -4- P J dv - P f du P; dv, 
et par suite 
e'est-a-dire 

' 

'. 



el les expressions analogues pour Q, Q<, R, R,. 

On retrouve ainsi les formules (12) et (i3), rnais avec les va- 
leurs (19) de);, p, [^ ; et la proposition que nous avions en vue est 
entierement demontre'e. 

931. Puisque la rotation infiniment petite relative a chaque de- 
placement a son axe dans le plan tangent, il est clair que Ton 

peut poser 

. , ~ y dx ^ dac ^ 

P du + PI dv = ~ QU -h T- ov. 
du dv * 
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ou et or seront les differ en tielles de u el de c, lorsqu'on se de- 
place suivant 1'axe de cette rotation; ils le definironl meme en 
grandeur puisqne, d'apres les formules precedenles, ils represen- 
tentles accroissements de u et de 9 lorsqu'on passe de 1'origine 
de eel axe infiniment petit a son extremite. 

Or, si Ton remplace P et P 1? par exemple, par leurs valeurs 
deduites des formules (12) et (i3), il vient 



( X rfw [J-i dv o*n -+- -j- ( (JL du-*-\dv oV) = o, 

et, comme cette relation doit eHre verifiee quand on y remplace x 
par y el s, il vient necessairement 

ow = X du 



Ces formules contiennent toutes les relations entre le deplace- 
ment du centre ins tan tane et la rotation qui lui correspond. En 
particulier, si on les divise Tune par 1'autre, onobtient Fequation 

( 3o) |JL du ou H- X (du oc H- dv u) -h [xi dv OP = o, 

i . du ow 

qui ne contient qne les quotients -T-J ^ et serapporte, par suite, 

uniquement aux directions de Faxe instantane et du mouvemenl 
du centre instantane. Comme Tequation precedente ne change 
pas lorsqu'on echange les caracterisliques rf, 3, on voit que la 
relation entre ces deux directions est reciproque. Ainsi se 
trouve etablie la proposition annoncee au n 60. 

932. Imaginons maintenant que le centre instantane' de"crive 
une courbe (C) de (0). Cette courbe roulera sur la courbe homo- 
logue(Cj) de (i), et, si Ton considere les deux surfaces reglees 
lieux des positions successives de 1'axe instantane dans le sys- 
teme mobile et dans Tespace, ces deux surfaces (R) et (B^), res- 
pectivement circonscrites a (0) et a (, ) suivant les courbes (C) 
et (C,), rouleront 1'une sur 1'autre dans le de"placement consi- 
der^. Elles sej*ont done necessairement applicables Vune sur 
Vautre* 

Ainsi, la connaissance de tout couple de surfaces applicables 
Tune sur 1'autre entraine celle d'une infinite' de pareils couples 



ROULEMENT DE DEUX SURFVOES I/UNE SUR t'AUTRE. Iig 

formes avec deux surfaces gauches, et cela sans aucune integra- 
tion. Examinons maintenanl les cas particuliers. 

933. II pent se faire que la direction de Paxe instantan coin- 
cide avec celie du deplacement du centre instantane. On aura 
alors 

du OP dv tit = o, 

et Tequation (3o) nous donnera 

( 3 1) p. du- -h 2 X die dv 4- [jii dv- o. 

II y a deux families de lignes (C) satisfaisant celte equation 
differ en tielle. Si le centre instantane decrit tme de ces courbes, 
le mouvement se rduira au roulement d'une surface develop - 
pable sur une autre developpable ; les deux aretes de rebrousse- 
ment seront tangentes a chaque instant. Par cela seul qu'il y a 
roulement autour de la tangente commune, on peut affirmer que 
les deux aretes de rebroussement atiront, a chaque instant, m^me 
plan osculateur et mSme rayon de courbure. 

On peut done dire que 1'equation (3i) definit deux direc- 
tions pour lesquelles deux courbes correspondantes tracees sur 
les deux surfaces (0), (0i) ont meme courbure ou mieux ? comme 
les courbures geodesiques sont toujours egales, ont meme cour- 
bure normale. G'est ce que 1'on peut verifier de la maniere sui- 
vante : 

Considerons deux sections normales correspondantes, dans(0) 
et dans (0< ); et soient p rt , p r /t les rayons de courbure de ces deux 
sections. En appliquant successivement la formule (i i) aux deux 
surfaces, on aura 

_ d? = JL (D dut -+- 2D' du dv -4- D" dv* ), 
p Al 



et par suite, en vertu des Equations (19), 

(32) ds*( - f --- -) =H(fida+airfa 

\P P/ 

Cette formule met en Evidence la proposition annonc6e en 
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raontrantque les courbesdefinies par Inequation diflferentielle (3i) 
sur les deux surfaces (0), (& { ) ont leurs courbures normales 
e gales et de mime signe. Des a present, on pent en deduire 
cette consequence que ces lignes ne peuvent se confondre avec 
les IJgnes asjmplotiqties de 1'une ou de 1'autre des surfaces (0), 
(0<) que si ces deux surfaces sont symetriqnes Tune de 1'autre. 
Pour qu'il en soil ainsi, en effet, il faut que DI, D',, D'[ soient 
proporlionnels aD, D' ? D" et cette condition de proportionnalite 
jointe a la premiere des equations (20) entraine les relations 

D 1=S -D, D; D', D';=~-B, 

qui caracterisent deux surfaces symetriques. Ce cas parliculier 
nous a servi de guide dans Panaiyse precedente. 

934 II est un autre cas particulier des plus interessants dans 
lequel les deux surfaces reglees (R) et (R 4 ) qui roulentTune sur 
1'autre se reduisent a des surfaces developpables. II a ete signale 
pour la premiere fois en 1891 par Ribaucour (*). 

Supposons que le centre instantan^ se deplace suivant une 
courbe (G,) de la surface (0< ). Pour que 1'axe de la rotation in- 
stantanee decrive une surface d^veloppable, il faut dvidemment 
qu'il coincide soit avec la tangente a la courbe (G| ) soit avec la 
conjuguee. Nous venons d'etudier la premiere hypothese, exami- 
nons mainienant la seconde. Pour qu'elle se realise, il faudra que 
les deplacements definis par les caract^ristiques d et 3 soient a la 
fois recif rogues dans le sens indique plus haut et conjugues par 
rapport a (0 d ). Mais } si la surface r^gl^e circonscrite a (0 { ) se re- 
duit a une developpable, elle ne peut rouler que sur une d<5velop- 
pable et, par suite, les deux deplacements sont conjugu^s a la 
fois par rapport a (0) et a (0^. C'est d'ailleurs ce que montre 
immediatement Tanalyse; les irois equations 



D da ow -4- D'(du av +- dv ou) -h D" 

DI du ou -H Di (du, op -K dv ou) -4- D'J dp OP = o, 

k u du GU-T- X ( d u ov +- dv o w) H- pi cfr 8t> = o, 



(*) RIBAUGOUR ( A.) Sur les systems cycliques (Comptes rendus de I'Aca- 
demie des Sciences, t. GXIII, p. 824 ; 24 aodt 1891). 
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se reduisant necessairement a deux en vertu des relations (19). 

D'apr^s ces relations, ces eourbes du systeme conjugue com- 

mun a (0) et a (0 t ) se determineront par Pequation differentielle 



(33) 



I du- ditdv dv* 
D" D' D 



Elles ne seront indeterminees que dans le cas ou les deux sur- 
faces seront symetriques Tune de 1'aulre. La double famille qu'elles 
forment ne se r^duira a une famille unique que si les deux sur- 
faces (0), (,) sont reglees Tune et 1'autre, leurs generatrices rec- 
tilignes etant des lignes correspondantes. Toutes ces proprietes 
peuvent etre prevues et demontrees a priori, Quand une corres- 
pondance, point par point, est etablie entre deux surfaces d'ail- 
leurs quelconques (S) et (S,), il existe, en general, un systeme 
conjugue de (S), et un seul, qui correspond a un systeme conjugue 
de (S^. En effet, a toutreseau conjugue de (S) correspond sur 
(Si ) un systeme de eourbes qui divisentliarmoniquement le reseau 
des lignes correspondantes aux asymptotiques de(S). Si Ton veut 
qu'clles soient, en outre, conjuguees sur (S), leurs tangentes en 
chaque point seront pleinement dfinies par la condition de di- 
viser harmoniquement deux angles, en general distincts. Si les 
lignes asymptotiques de(S)ne correspondent pas a celles de(S,), 
il y aura nn reseau repondant a la question et compose de deux 
families dislinctes, reelles ou imaginaires. Si une famille de 
lignes asymptotiques de (S) correspond a des lignes asympto- 
liques de (S, ), le reseau conjugue se reduira a une famille double, 
formee des asymptotiques qui se correspondent. Enfin, si a toutes 
les lignes asymptotiques de (S) correspondent les lignes asympto- 
tiques de (S f ), tout reseau conjugud de Tune des surfaces aura 
pour homologue nn reseau conjugue de la seconde (' ). 

Dans le cas particulier ou les surfaces correspondantes sont 



(*) Dans cet ordre d'idees, le lecteur demontrera faciiement la proposition 
suivante : Quand on connait les lignes asymptoiiques d'une surface (S), on peut 
la faire corresponds, point par point, a un plan de telle maniere que tout re*seau 
orthogonal du plan ait pour homologue un re*seau conjugu6de Ja surface; etcela, 
sans aucune integration. 
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applicables 1'une sur 1'autre, nous avons vu au n 723 qu'en dehors 
des cas speciaux signales plus haut les lignes asymptotiques ne 
sontjamais des courbes correspondantes. Done le systeme con- 
jugue exislera tonjours et se eomposera de deux families distinctes, 
reelles on imaginaires. Ces deux families auront meme cetle pro- 
priete particuliere que les tangentes aux deux courbes quipassent 
au mme point feront le mme angle sur les deux surfaces. 

Gela pose, soient (C), (C<) deux courbes correspondantes 
appartenant a 1'une ou a 1'autre famille et tracees sur les deux sur- 
faces. Les deux developpables circonscrites suivant ces courbes 
aux deux surfaces seront evidemment applicables Tune sur 1'autre ; 
car elles ne sont autres que les deux surfaces reglees (R) et (R d ) 
considerees au n 932. On peut d'ailleurs le reconnailre directe- 
inent; le lecteur etablira sans peine que, pour les deux develop- 
pables, le segment de la generatrice rectiligne intercept^ entre la 
courbe de contact et l'arle de rebroussement a la meme valeur, 
et de la il deduira que les deux aretes de rebroussement des de- 
veloppables ont meme arc et mme rayon de courbure aux points 
correspondants, ce qui suffit a etablir le r^sultat annonce. 

935. Au sujet de ce systeme conjugul conimun a deux surfaces, 
M. Kcenigs a fait une remarque tres interessante que nous allons 
rappeler. 

Si 1'on prend comme variables les parametres u et p des deux 
families conjuguees qui le composent, on sait que les trois coor- 
donnees cart^siennes des points de chaque surface satisfont a une 
equation lineaire telle que la suivante 

/a/l o> 2 6 d8 ,db 

(34) - ^ 4-a v -h 3-r- =o. 

da r dv 



II devrait done y avoir deux equations distinctes de cette forme, 
i'une pour (@), 1'autre pour (0,). En realile, il rty en a gu'une; 
et si Ton suppose d'ailleurs les deux surfaces dans une position 
relative quelconque, mais fixe, les six coordonn^es x, y^ z; x^ 
y\, ^ A de deux points correspondants satisfonl a une mme equa- 
tion lineaire de la forme precedente. Telle est la proposition de 
M. Koenigs. 

La demonstration en est d'ailleurs presque immediate. Elle re- 
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suite de ce que, dans 1'equalion precedente, a et {J sent relies aux 
coefficients E, F, G de 1' element lineaire par les formules 

(35) !jJ+ aE -hpFo, lg + aF^G = o. 

dont nous avons deja fait usage. 

M. Kcenigs a ajoute que la meme equation (84) admet aussi la 
solution 



(36) 9t = ff*H-7*-f- sa- x\ y\ 



II suffitj en effet, de substiluer cette solution et de tenir conipte 
de ce que x,y, , x\, y^ z ] sont des solutions particulieres pour 
obtenir la condition 

Sdx d,r r\ da? i dx^ _ 
^^~~ 2 Jj^ "57 =0 ' 

qui est evidemment verifiee. Nous verrons plus loin le parti qu'on 
peut tirer de ces diflerentes propri6ts. 

936. L'emploi du deplacement a deux variables que nous ve- 
nons d'etudier nous permet de presenter sous une autre forme 
le theoreme fondamental que nous avons demontre au n 761^ 
relativement aux systemes cycliques. Considerons d'une maniere 
generate une droite(rf) invariablementli^e a(0) etentrainee dans 
le mouvement de ceLte surface, et soil m son point d'intersection 
avec le plan de contact de (0) et de (0 < ). Le point m decrira une 
certaine surface dont le plan tangent en m sera celui qni projette 
la droite (rf) sur le plan de contact. En eflet, tons les deplace- 
ments 6l^mentaires etant des rotations autour de droites situees 
dans le plan de contact, la vitesse d' ] entrainement du point m 
dans ces deplacements sera toujours la normale a ce plan; quant 
a sa vitesse relative, elle sera dirigee evidemment suivant la 
droite (d). Le plan tangent cherch^ devra tre normal au plan de 
contact et passer par la droite (d). 

Cela pos^, considerons une sphere (S) de rayon nulj ayant son 
centre en un point M invariablement 116 4(6). Elle couperaleplan 
de contact suivant un cercle (C) dont les positions successives en- 
gendreront une congruence. Soit (<s) une generatrice rectiligne 
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determinee de (S) ; elle coupera le cercle en un point variable m \ 
et, d'apres la construction du plan tangent que nous venous d'in- 
diquer, la surface (S) decrite par le point m sera normale an 
cercle. G'est le resultat deja demontre au n 762. 

937. A la famille des surfaces (S) normales aux cercles, on doit 
associer deux autres families d'enveloppes de spheres formant 
avec la premiere un systeme triple orthogonal (n 477), Les posi- 
tions successives du cercle (C) qui engendrent ces deux families 
de surfaces correspondent aux deux series de roulements dans 
lesquels le centre instantane decrit une des courLes du systeme 
conjugue commun a (0) et a (9i). II suffira, pour le demontrer, 
d'etablir que les developpables de la congruence engendree par 
Taxe du cercle (C) dans ses differentes positions correspondent a 
ces memes courbes conjuguees (n 472). 

Abaissons du point M invariablenient lie a (0) une perpendicu- 
laire sur le plan de contact de (6) et de (*). Les differentes posi- 
tions de cette perpendiculaire seront les axes des positions 
successives du cercle (C). Si Ton se d^place sur la surface (0i) 5 
deux positions cons^cutives de la perpendiculaire seront perpen- 
diculaires a la caracteristique du plan tangent a (4),c'est-a-dire a 
la tangente conjuguee de la direction du deplacement. Pour que 
la perpendiculaire engendre un element de surface developpable, 
il sera done necessaire et suffisant que le deplacement du point M 
soit : lui aussi, perpendiculaire a cette conjugate. C 7 est ce qui aura 
lieu si cette tangente conjuguee est Paxe de rotation du deplace- 
ment, c'est-a-dire si ce deplacement a lieu suivant une des 
courbes du systeme conjugue commun a (0) et k(6 f ). Nous obte- 
nons ainsi les deux series de developpables de la congruence et 
notre proposition est etablie. 

Au reste, Tanalyse en fournit aussi une demonstration des plus 
simples. 

938. Nous avons vu (n 758) [III, p. 348] que si, de cbaque 
point d'une surface coinme centre, on decrit une sphere de rayon 
variable, les points de contact de cette sphere avec son enveloppe 
clemeurent invariables quand la surface se deforme en demeurant 
applicable sur elle-m&tne. Par suite, si, du point de contact de (0) 
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et de (t) pris comme centre, on decrit une sphere dont le rayon 
varie suivant une loi quelconque, lespoinls ou cette sphere louche 
son enveloppe sont les monies, qu'on la considere, soil comme 
appartenant a (0), soit comme appartenant a (,). En d'autres 
lerraes, on obtiendra deux enveloppes de spheres, Tune dans 
Fespace, Fautre dans le systeme mobile. Ces deux enveloppes 
glisseront 1'une sur Fautre et seront toujours tangentes en deux 
points places symetriquement par rapport auplan de contact de (0) 
etde (0 { ). 

Gonsid6rons,en particulier, une sphere definie dans le systeme 
fixe par Fequation 

(3 7 ) X*-H Y 9 -H-Z>-- arnX a^Y a^Z + 6 = o, 



ou i,y^ z { sont les coordonnees du centre instantan^ par rap- 
port a des axes fixes et ou 9 est une solution quelconque de Fe- 
quation (34) relative au sjsteme conjugue commun. La sphere 
louche son enveloppe en deux points P ? P ; qni sont les m^mes 
quand on la considere comme faisant partie, soit du systeme fixe, 
soil du sysleme mobile; mais la corde de contact PP ; engendre 
deux congruences distinctes, suivant qu'on la rattache a Tune ou a 
1'autre des surfaces (0), (61). Bien que distinctes, ces congruences 
ont a chaque instant lesm&oies plans focaux; car ces plans focaux 
doivent etre (n 473) perpendiculaires aux tangentes du systeme 
conjugue commun. On peul done dire que les developpables de 
la congruence engendree paries droiles PP' se conserventlorsque 
la surface (0) se deforme en entrainant ces droites de maniere a 
venir comcider avec () : et elles correspondenl aux courbes du 
systeme conjugue commun a (0) el a (0,). Ajoutons loulefois que. 
si les plans focaux des droites de ces congruences demeurent in- 
variables, il n'en est pas de m^me de leurs points focaux. 

Appliquons la remarque gen&rale prec^dente au cas ou Ton 
choisit pour 9 une solution parliculiere deja indiquee plus haut. 
Si x, y, z designenl les coordonnees du centre instantane par 
rapport & des axes invariablement lies & (0), nous avons vu que 
F equation (34) admel la solution 

X = x\ H- y\ + s\ n? 2 7 2 s 2 . 
Comme la sphere repr^sentee par Tequation (3y) a, dans ce cas ; 
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pour rayon 



Kri-H-i-Oi ou 
son equation par rapport a,ux axes mobiles sera evidemment 



ou encore 



et elle passera par un point fixe du systeme mobile, a savoir 1'ori- 
gine des coordonnees; de sorte que sa corde de contact sera la 
perpendiculaire abaissee de ce point sur le plan de contact de(0) 
et de (0<)j elle sera 1'axe du cercle appartenanl au systeme cy- 
clique determine par la sphere de rayon nul ayant son centre en ce 
point. Par suite, dans ce cas particulier commedans celui ou 6 est 
nne solution quelconque de Fequation (34), les developpablesde 
la congruence engendree par cet axe correspondent aux courbes 
du systeme conjugue commun a (0) et a (0^. 

939. D'apres cela, si M designeun point du systeme mobile in- 
variablement lie a (0) 3 le systeme cyclique derive de ce point se 
definira comme il suit. 

Les diff^rents cercles (C) du systfeme seront les intersections 
du point-sphei*e M avecles positions successives du plan de con- 
tact de (0) etde (0,). 

Les diflerentes surfaces (S) normales aux positions successives 
du cercle (C) seront engendrees par le point d'intersection, avec 
ce plan de contact, d'une generatrice rectiligne d^terminee, mais 
quelconque, du point-sphere M. Chacnne de ces surfaces consti- 
tuera Tuniqiie nappe focale situee a distance finie de la congruence 
engendree par cette generatrice isotrope. 

Enfin les deux families de surfaces (E), (E') qui completent 
avec la famille (S) le systeme triple orthogonal se defmirontde la 
maniere suivante : Quand le point de contact de (0) et de (0<) 
decrira une des courbes du systeme conjugue commun, 1'axe du 
cercle (G) engendrera une surface developpable (A) ; les diflerentes 
positions de ce cercle engendreront une des surfaces (E) ou (E 7 ), 
qui sera une enveloppe de sphere et sera touch^e, en tous les 
points du cercle (C), par la sphere qui contient ce cercle et a son 
centre an point de contact de 1'axe du cercle et de 1'ar^te de re- 
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broussement de la developpable (A), c'est-a-dire a Tun des points 
focaux de cet axe. 

A chaque cercle (C) correspondent evidemment deux spheres 
qui le conliennent et qui ont pour centres les deux points focaux F 
et F 7 (fig. 86) de Paxe de ce cercle. Comme le rayon du cercle 
(C) est egal a z'.MP, P d^signant le point ou 1'axe du cercle coupe 
le plan de contact, les angles cp etcp 7 sous lesquels les denx spheres 
coupent le plan de contact sont evidemment determines par les 
fo ramies 

.MP , .MP 

**&? = * pp tangcp'=j , 

et, comme elles sont orthogonales, on aura necessairement 



En d'autres termes, les foyers F. F 7 divisent harmoniquement le 
segment form par le point M et son symetrique relativement au 
plan de contact. 

Le lecteur pourra verifier cette relation en etudiant directement 
la congruence rectiligne formee par Faxe du cercle (G); il re- 
connattra egalement ce fait important que Tangle cp sous lequel le 
plan de contact est coupe par une des spheres demeure le mme 
pour chaque position de (0) et de (& { ) lorsqu'on substitue au 
point M tout aulre point M { invariablement lie, lui aussi, a(0). 
Nous preferons etablir ce dernier res ultat parlamethodesuivante. 

940. Soient M, M 4 deux points du systeme mobile invariable- 
ment lies a(0). Les perpendiculaires abaissees de ces points surle 
plan de contact de (0) et de (0 4 ) engendrent deux congruences 
distinctes donl les developpables se correspondent, puisqu'elles 
correspondent au mme systeme conjugue de (0). Envisageons 
d'une manire g^nerale les congruences engendrees par deux 
droites paralleles et pour lesquelles les developpables se corres- 
pondent. Voici les proprietes generates que nous avons deja si- 
gnal^es k leur egard (n 920) et que nous completerons en les 
demontrant de nouveau par une voie directe (*). 

( J ) Ribaucour y avail et6 conduit de son cOte et les a e'nonce'es dans une Note 
Sur les systQmes cy 'cliques inseree le 17 aoftt 1891 au Tome CXIII des Comptes 
rendus de I'Academie des Sciences (p. 3o4 et 3a4). 
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941. Soient (d) et (d 1 } (fig. 85) les deux droites paralleles; 
F, Fi les poinls focaux de la premiere; F', F, les points focaux 
correspondants de laseconde. Quandles droites varient, ces points 
focaux d^crivent les nappes focales des deux congruences, nappes 
que nous designerons respectivement par les lettres (F), (F ; ), 

Fig. 85. 




j). Cela pos6, quand la droite (d) engendre une dve- 
loppable, elle demeure tangente, par exemple, a la courbe ddcrile 
par le point F et alors la droite ( d'} demeure tangente a la courbe 
decrite par le point F'. Les deux courbes ddcrites par F et par F ; 
ayant leurs tangentes paralleles ont, par suite, leurs plans oscu- 
late urs paralleles; et comme ces plans osculateurs (n 318)sont 
les plans tangents aux nappes (F i ), (F\ ) 5 il en resulte que ces deux 
nappes se correspondent par parallelisme des plans tangents. En 
considerantFautre s^rie de d^veloppables on demontrera de m^ine 
que les plans tangents aux points correspondants de (F) et de (F ; ) 
sont paralleles. D'apres les propositions ^noncees au n 319, les 
d^veloppables engendrees par (d) et par (d f ) correspondent a un 
systeme conjugu6 trace sur les quatre nappes, et, d'apr^s d'autres 
propositions donnees au n426, onsaitque, lorsque deux surfaces 
se correspondent par plans tangents paralleles, les courbes du 
systeme conjugue commun ont, sur les deux surfaces, leurs tan- 
gentes paralleles. De plus, lorsqu'on se dplace suivant Tune des 
courbes du syst&me conjuguS commun, la droite qui joint les 
points correspondants des deux surfaces engendre aussi une d6ve- 
loppable. Nous voyons done qu'ici les droites FF', F < F', engendre- 
ront des d^veloppables enmme temps que les droites (d) et (d r ). 
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Considerons d'abord les developpables pour lesquelles les aretes 
de rebroussement sont dScrites par les points F etF; la caracte- 
ristique da plan des deux droites sera alors la ligne FF, Dans 
Tautre serie de developpables ce serait la droite F, F' r Done la 
surface enveloppte par le plan des deux droites louche ceplan 
au point P de rencontre de FF et de F, F; . D'autre part, corame 
les deux tangentes PFF, PF 4 F; d^crivent en m&ne temps des d<5- 
veloppables, il est necessaire qu'elles soient conjuguees et que, 
dans la premiere serie, lorsque F, F 7 deerivent des courbes tan- 
gentes aux deux droites, le point P decrive une courbe tangente 
aPF<F;.Ainsi: 

Si deux droites paralleled engendrent des congruences dont 
les developpables se correspondents le plan de ces droites 
louche une certaine surface (S) et les points focaux des deux 
droites sont sur deux tangentes conjuguees de (S); de telle 
sorts que les congruences formees de ces droites correspondent 
aux deux families de courbes de (S) admettant les deux tan- 
gentes conjuguees. 

Lorsque le point P decrira une de ces courbes conjuguees, les 
deux droites (rf), (d f ) seront tangentes aux deux courbes qui sont 
dlcrites par les points ou elles sont coupees par la tangente con- 
jnguee de la direction suivie par le point P. 

942. On peut ajouter encore la propriete suivante : 
Defmissons un rajon R par I'^galite 



PF 



ou A designe une constante quelconque, Decrivons, du point P 
comme centre, des spheres(S), (S') derayons RetR-h h.Lapo- 
laire de (d) par rapport a (S) sera la corde de contact de cette 
sphere avec son enveloppe; et de meme la polaire de (d 1 } par 
rapport d (S 7 ). 

Eu effet, menons par la droite (d) un plan (P ) tangent & (S). En 

vertu de la relation pr^dente, le plan parallele (P') men par (d 1 ) 

sera tangent a (S 7 ) et il sera a la distance A du premier, Comme les 

deux plans ainsi construits ont leur distance invariable, ils enve- 

D. - IV. 9 
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lopperont gvidemmenl deux surfaces paralleles; et, pour tout de- 
placement, leurs caracteristiques, necessairement paralleles, seront 
perpendiculaires a la normale commune des deux enveloppes. En 
d'autres termes, toute droite rencontrant ces deux caracteristiques 
rencontrera aussi la normale commune aux deux surfaces pa- 
ralleles. 

Or quand les droites (d) et (d 1 ) decrivent des developpables, 
celles par exemple pour lesquelles les aretes derebroussement sont 
decrites par les points F et F', la caraeteristique du plan (P) passera 
evidemment en F et celle du plan (F) en F. Done la droite FF' 
rencontrera la normale commune aux deux enveloppes. Comme 
on peut rep<ter le mme raisonnement pour la droile F<F\ on 
voit que la normale commune ira passer en P au point de ren- 
contre de FF et de F, F' t . Par suite, les points de contact des plans 
(P) et (F) avec leurs enveloppes sont sur la perpendiculaire 
commune abaissee de P sur ces deux plans; ce sont precisement 
les points de contact des spheres (S), (S ; ) avec ces plans; de 
sorte que les enveloppes de ces deux spheres sont identiques aux 
enveloppes des plans. Cela etablit la proposition annoncee* 

Nous avions vu au n 474 que si, des differents points d'une 
surface comme centre, on decrit une sphere de rayon variable R, 
les points focaux de la polaire de la corde de contact de la sphere 
avec son enveloppe sont sur deux tangentes conjuguees de la sur- 
face; et il resulte de Panalyse developp^e dans ce numero que 
deux spheres dont les rajons different d'une constante donnent 
dans le plan tangent deux polaires paralleles appartenant a des 
congruences dont les developpables se correspondent. Les consi- 
derations g^ometriques que nous venons d'exposer pronvent que 
Von obtiendra par cette construction tons les systemes de deux 
droites paralleles engendrant des congruences dont les de- 
veloppables se correspondent. 

943. Pour completer Tetude de ce sujet, nous ^tablirons la 
reciproque de la proposition demontre'e au n 474, en prouvant 
que si une droite (d) (fig- 85), situe"e dans le plan tangent d'une 
surface (S) et definie pour chaque position de ce plan, engendre, 
Iorsqu r il varie, une congruence telle que ses points focaux F, F 4 
soient toujours situes sur deux tangentes conjugu^es PF, PF< 'de 
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(S) ? elle peut toujours tre considere*e comme la polaire de la 
corde de contact (pour abreger nous dirons polaire) d'une sphere 
variable ayant son centre sur la surface (S). Le rayon de cette 
sphere sera determine a un facteur constant pres. 

Supposons, en effet, que la droite FFi se deplace de maniere a 
engendrer la deVeloppable pour laquelle le point focal est F; la 
caracteristique du plan tangent sera evidemrnent PF et, par suite, 
le point P se de"placera suivant PF 4 ; les droites PF, PF 4 engen- 
dreront des elements de surfaces developpables. En repetant ce 
raisonnement pour le second point F* on etablira que les deve- 
loppables de la congruence engendree par FF { correspondent sur 
() aux courbes du reseau conjugue admettant en P les tangentes 
PFj PF i ; et, par consequent, que la surface dcrite par le point 
F sera coupe*e suivant deux families de courbes conjugue"es par 
les developpables de la congruence engendree par PF. Si done #, 
y, s designent les coordonne*es cartesiennes du point P, si p, p f 
sont les parametres des deux families conjugu^es tracees sur (S) 
(p restant constant sur les courbes qui admettent la tangente PFi ) 7 
les coordonnees cartesiennes du point F seront (n 418) 



dp dp dp 

9 etant une certaine solution de Fequalion lineaire du second 
ordre ^ laquelle satisfont x, y, 2 consid^rees comme fonctions 
dep, p,. - 

En faisant varier pi et diffe*rentiant les expressions pr^cedentes 
des coordonnees de F, on aura les parametres directeurs de FF lt 
qu'on pourra mettre sous la forme 

dx dx dy_ dy_ dz ds^ 

"dp ~dpl dp dpi dp ____ dpi 

~#r~~^r ; ^"""^i' ^ "H" ; 

dp dpi dp dpi dp dpi 

et la symetrie parfaite de ces expressions conduit a adopter pour 
les coordonn6es du point F i les valeurs suivantes 

6 dx e 



Jpl dpi dpi 

qui sont les seules satisfaisant a la question. 
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Or il suffit de comparer ces expressions des coordonnees des 
points focaux F, F { a celles que nous avons donnees an n 474 
pour reconnaitre que la droite (d) sera la polaire de loutes les 
spheres dont le rayon R satisfait a la condition 

d&__db 

R ~~ e 

el de celles-la seulement. On tire de la 



a designant une constante quelconque, et notre proposition se 
trouve ainsi entierement etablie- 

944. Cette proposition nous montre que les differentes droites 
(d) situees dans les plans tangents d'une surface (S) peuvent en- 
gendrer deux especes bien distinctes de congruences : les nnes, 
pourlesquelles les points focaux de la droite ne sont pas sur deux 
tangentes conjugue"es de (S); les autres, au contraire, pour les- 
quelles les tangentes contenant ces points focaux sont conjuguees. 
Pour ces dernieres seulement, la droite de la congruence peut 
etre definie comme la polaire d'une sphere variable ayant son 
centre sur la surface donnee. Ces congruences sont aussi les seules 
pour lesquelles il existe dans le plan tangent de (S) des droites (d r ) 
paralleles a (d] et qui engendrent des congruences dont les deve- 
loppables correspondent a leurs developpables. Si Ton designe 
par d et d! les distances des droites (d) et (rf ; ) au point P, on doit 
avoir, d'apres une propri6t etablie plus haut, 

h 






- ~ - 

d ~~ PF ~ R " e~ " "" T' 

On voit done que la droite (d 1 ) d^pendra de la seule conslante 
-; par suite, dans chaque plan tangent de (S), il y aura un seul 

faisceau de droites (d 1 ) paralleles a (rf); et les distances mutuelles 
de ces droites conserveront un rapport invariable lorsque le plan 
tangent vari era. 

Si des droites (d) sont les polaires d'une famille de spheres 
ayant leur centre sur (S), cette proprie'te' se conserve, d'apres le 
the"oreme e* tabli au n 7o8 et deja rappei^ au n 938, lorsque la sur- 
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face se deforme en entrainant les spheres, les plans tangents et 
les droites (d}. Par consequent, la distinction que nous avons 
etabiie entre les congruences engendrees par les droites situees 
dans les plans tangents de (S) subsiste apres une deformation 
quelconque de cette surface : si les droites (d) etaient les polaires 
d'une famille de spheres, elle conserveront cette propriete apres 
la deformation; elles ne pourront Pacqu6rir si elles ne la posse- 
daient pas. Nous pouvons conclure de la que : 

Si deux droites paralleles situees dans les plans tangents 
de (S) engendrent des congruences pour lesquelles les deve- 
loppables se correspondent, elles conserveront cette propriete 
lorsque (S) se deformera en les entrainant. 

Nous ferons usage plus loin de cette proposition. 

945. Revenons auxsystemes cycliques et aux. deux congruences 
engendrees paries perpendiculaires abaissees de deux points M, M, 
sur le plan tangent commun a()eta(0 i ).Le plan de ces deux per- 
pendiculaires est le plan projetant dela droite MM< . Done (n936) 
iltouchera son enveloppe au point m oft cette droite prolong^e va 
rencontrer le plan de contact (Jig. 86). 

Done, d 7 apres la proposition du n 941, les points focaux F, F' 
et F M F\ (fig. 86) des droites MP et M < P 1 sont situes deux a 
deux sur des droites concourantes en #z; et ces deux droites mF, 
mF 7 sont m^me des tangentes conjuguees de la surface lieu du 
point m, Soit (C)le cercle relatif au point M, (Ci) le cercle relatif 
au point M< . Les spheres qui contiennent ces deux cercles et qui 
ont pour centre, la premiere le point F, la seconde le point F<, 
coupent le plan de contact sous des angles cp, o i determines par 
les formules 

.MP .MiP, 

tangcp = i-jp , tangcp! = i p^pp 

Les deux points F, F, etant en ligne droite avec 7n, on aura vi- 
demment 



Done, pour tous les systemes cycliques correspondants a la 
triple infinite de points que Vonpeut rattacher & (d), les enve- 



1 34 



LIVRE VIII. CIIAP1TRE VI. 



loppesde spheres engendrees par les differ ents, cercles lorsque 
le centre instantane decrit line des coarbes du systeme con- 
jugue commuii, coupent toutes sous le meme angle le plan de 
contact de (6) et de (i). 

Fig. 86, 




Ajoulons la remarque suivante : ies rayons des deux cercles (C), 
(Cj) peuvent etre pris egaux en grandeur et en signe aux or- 
donnees PM, P*M multipliees Fune et 1'autre par i. Avec ce 
signe donne aux rayons, m est le centre de similitude des deux 
cercles. L'un quelcoaque des deux plans isotropes que Ton peut 
mener par la droite MM 4 touchera les deux points spheres M et Mi 
suivant deux droites isotropes invariablement li^es au systeme 
mobile et coupera le plan de contact suivant une des tangentes 
communes menees de m aux deux cercles. Done les deux points 
de contact de chacune de ces tangentes decriront deux surfaces 
normales aux deux cercles, et ces surfaces seront parall^les 
puisque la distance des deux points de contact sur les deux cercles 
est constante et gale ? comme on le d&nontre ais&nent, a la 
distance des deux points M, M 4 . 

946. On peut computer cette tude du mouvement de (0) 
sur (i), determiner par exemple les points ou une surface inva- 
riablement iiee a (6) touclie son enveloppe, points qui sont les 
pieds des normales abaiss6es du centre instantan^ sur la surface. 
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On determinera de mme les points focaux de la congruence 
engendree par une courbe invariablement liee a (0). On peut 
aussi tudier la congruence engendree par les courbes (K) qui 
sontles sections d'une surface (S) invariablement liee au sysleme 
mobile par le plan de contact de (0) et de (@i). On reconnaitra 
aisement par la Geometric comment on peut assembler ces 
courbes (K) en families admettant une enveloppe. Nous nous 
bornerons a consid^rer avec Ribaucour le cas ou la surface (S) se 
reduit a un plan (P) qui coupe le plan de contact suivant une 
droite (d). Nous aliens montrer que les developpables de la con- 
gruence engendree par cette droite correspondent aux courbes 
du systeme conjugue commun el que leurs points focaux sont 
sur les tangentes menees & ces courbes au centre instantane. 

Le lecteur fera aisement la demonstration gomtrique. Nous 
nous contenterons d'employer 1'analyse. 

Si, da point de contact de () et de (\ ) comme centre, on de- 
crit une sph&re tangente au plan (P), la droite (d) sera videm- 
mentla polaire de lacorde de contact de celte sphere avec son en- 
veloppe. Pour retrouver le theoreme que nous voulons ^tablir, il 
suffit de se rappeler la proposition du n 474 et de remarquer 
qu'ici le rayon de la sphere est une fonction lin^aire coefficients 
constants des coordonnees x, y^ z dfinies au n 938. Par suite, 
Fequation ponctuelle relative au sjsteme conjugue dont il est 
question au n 474 est bien celle a laquelle satisfont #, jr 7 ^ 7 x\ , 
y { , ^i etqui se rapporte au systeme conjugu^ commun a (0) et 

i(e f ). 

Cette demonstration suppose essentiellement que le plan (P) 
n'est pas isotrope. Mais la proposition subsiste meme dans ce cas 
exceptionnel. II suffit de remarquer que, dans le cas g6nral, on pent 
prendre pour le rayon de la sphere non plus la distance au plan (P), 
mais une quantit^ proportionnelle & cette distance (n943), c'est- 
a-dire une fonction lin^aire a coefficients constants des coordon- 
n^es x, y, z qui, ^gal6e z&ro, donne liquation du plan (P). 
Ainsi ^noncee, la proposition subsiste sans modification lorsque le 
plan (P) devient isotrope* 

947. Si nous consid^rons deux plans parall&les (P) 7 (F) inva- 
riablement lies au systeme mobile, nous obtiendrons deux droites 
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(rf), (d 1 ) dont les plans focaux seront necessairement paralleles 
et dont les points focaux seront surles deux tangentes conjuguees 
de () et de (%^ ) relatives au centre instantane. 

En particulier, si les plans (P), (F) sont isotropes, les deux 
droites (d] , (d j ) sont normales Tune et 1'autre a une surface (n 762) 
etpuisque leurs plans focaux sont paralleles, deux des surfaces 
normales a ces droites admettent la m&me representation sphe- 
riquepour leurs lignes de courbure. Ces deux surfaces seront 
decrites par les points d y inter section duplan de contact et de 
deux droites isotropes paralleles invariablement liees a (), 
situees respectivement dans les plans (P) et (P')- 

Ainsi la connaissance d'un couple de surfaces applicables Tune 
sur Tautre entraine celle d'une infinite de couples de surfaces ad- 
mettantla meme representation spherique. Dans les Ghapitres sui- 
vants, nous etablirons la reciproque et nous mettrons en evidence 
les relations qui existent entre le probleme de la representation 
sphe"rique et celui de la deformation infiniment petite, en develop- 
pant les r^sultats qui ont ete indiques des 1882 et i883 dans une 
serie de Communications faites a 1' Academic des Sciences. 
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CHAPITRE VII. 

LES SYSTEMES CYCLIQUES ET LES SURFACES APPLICABLES. 

Rappel des formules Stabiles au Livre IV, Chap. XV, et relatives au systeme ortho- 
gonal forme* par les lignes de courbure. Relation entre les deux equations, 
ponctuelle et tangentielle, relatives au systeme conjugue form 6 par ces lignes. 

Determination des surfaces admettant la m6me representation sphe"rique 
qu'une surface donnee (S). Rappel de la premiere solution. Theoreme de 
Ribaucour qui montre que les surfaces cherche*es admettent pour normales les 
cordes de contact d'une famille de spheres ayant leur centre sur la surface ( S). 

Determination des systemes cycliques engendrs par des cercles normaux 
a (S). Propri^tes g^ometriques relatives aux systemes cycliques. Propo- 
sitions qui rattachent la thorie de la representation sphe"rique a celle de la de- 
formation des surfaces. Determination des systemes cycliques deVluite d'un 
couple de surfaces applicables. Ce que deviennent les re*seaux I, II, III du 
Chapitre III pour un couple de surfaces applicables (6), (0,). Definition 
nouvelle de la methode de transformation introduite au n 903 sous le nom 
A* inversion composee. Les formules qui permettent de definir le roulement 
de (0) sur (QJ. Determination de tous les systemes triples orthogonaux 
pour lesquels une des families est composee de surfaces a lignes de courbure 
planes dans un systeme. 



948. Rappelons rapidetfient les resultats elablis au Livre IV, 
Chap. XV [II, p. 338 et suiv.]. Nous avons dsigne par x : y, z- 
les coordonn^es rectangulaires d'un point variable d'une surface 
quelconque (S), par c, c', c ff les cosinus directeurs de la normale 
en ce point et nous nous sommes propos6 de trouver tous les 
systemes cycliques formes de cercles normaux a (). Pour cela 
nous avons pris comme point de depart les equations d'Olinde 
Rodrigues 

v 

dx n dc dy n dc' dz ~ dc" 

^^-^R^o, -f i -H-R T -=o, T --+-R- 3 -=o, 

dp dp dp dp dp dp 

dx T> dc dy -. dc r dz ^ dc" 

(/Pi vOl ^Pl ^Pl ^Pl ^Pl 

ou p et p 4 d^signent les paramfetres des lignes de courbure, R et R< 
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les rayons de courbure principaux de (S). Gonsiderons d'une ma- 
niere generale le systeme 

dX -. du. dX ^ du. 

(2) -r- 4-R-^- = O, -T hRi-j^rirO. 

v ; dp dp dpi dpi 

II resulte des formules precedentes qu'il admet les solutions 
particulieres 

(3) 

mais nous avons aussi remarque(n481) qu'il admet encore la so- 
lution particuliere definie par les equations 

(i) ^ = 



Si Ton elimine X entre les deux equations (2) on sera conduit a 
liquation du second ordre 



(5) ~ 

qui, devant admettre les solutions particulieres 



sera liquation tangentielle relative au sjsteme conjugne 
par les lignes de courbure de (S). De m^me si, enlre les deux 
equations (2), on elimine p, on tronvera que X satisfait a Pequa- 
tion 



qui n ? est autre que ['equation ponctuelle relative au mme systeme 
conjugu^ puisqu'elle admet les solutions particulieres 



La liaison que le syst&me (2) etablit entre ces deux equations 
aux driv6es partielles (5) et (6) met en Evidence le fait suivant : 
^integration de Vune queleonque des deux Equations en- 
tratnera celle de Vautre, qui sobtiendra par une simple 
quadrature a deux variables ind6pendantes. Cela resulte des 
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formulas 



tout a fait equivalentes a ce systeme (2). 

949. D'apres cela, si 1'on veut determiner toutes les surfaces 
ajant mme representation spherique que (S), il suffira (n 162) 
de ehoisir une solution quelconque \i! de Fequation (5) et de 
prendre Penveloppe du plan defini par 1' equation 



Mais, pour tablir les relations geometriques qui vont suivre, 
nousintroduirons, au lieu de p/, la fonction 



qui est 6galement une solution de liquation (5). Le plan qui en- 
veloppe la surface cherchee aura done pour equation 

(8) o(X^^)-hcXY-~/)-Hc v (Z-5)= [ x 5 

de sorte que toute surface (S') ayant mime representation 
rique que (S) sera definie par les trois equations 



(9) 



ou x 1 , y f , z 1 designent les coordonn^es du point de (S 7 ) pour lequel 
le plan tangent est parallle au plan tangent de (S). Prises s6pa- 
rement, les trois equations pr^c6dentes representent, Tune le plan 
tangent, les deux autres les plans principaux de 



950. Les formules que nous venons de rappeler permettent de 
d&nontrer presque imm6diatement un th6or6nie de Ritaucour. 
Associons k la solution JJL la fonction )v v^rifiant les deux Equa- 
tions (2) et definie par la premiere quadrature (7). En multipliant 
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parR et Ri respectivement les deux dernieres equations (9), on 
pourra teur donner la forme 

dx , . . dv , , . dz t , N d\ 



x f , . dy ( , . dz , , . d\ 

(#'#) -H ~-( V V)H- -T (^ -3) = 
pi ' dp! " y ' dpi ' dpi 

Si 1'on j regarde pour un instant #', y', s* coinme des coor- 
donnees courantes, ces deux equations represented ^videmment 
la normale a (II). D'autre part, considerons la sphere (S) d^finie 
par Pequation 

(n) (a: r -a?)*H-cy-^) s -h(5'-5)2 = -aX. 

Les mmes Equations (10) repr^sentent la corde qui joint les 
deux points de contact de cette sphere avec son enveloppe. Comme 
la sphere (S) a son centre au point (#, y, z] qui appartient a (S ), 
on peut done ^noncer la proposition suivante : 

Etant donnees deux surfaces (S), (S') ayant meme repre- 
sentation spherique, chacunepeut etre considerde coinme nor- 
male aux cordes de contact d'une jfamille de spheres ayant 
leur centre sur Vautre surface ( ! ). 

Les deux families de spheres dont il est question dans Tenonce 
precedent ne sont mme pas entierement dtermines quand on 
connait seulement les deux surfaces (S), (S ; ). Considerons, par 
exemple, la sphere (S) definie par liquation (i i); sonrajon^ 2)^ 
depend de \ qui, lorsque (S ; ) est connue, c'est-a-dire lorsque p. 
est donn^e, est d&Bni par la premiere des quadratures (7). On 
peut done loujours ajouler une constante a X, c'est-a-dire aug- 
menter d'une quantit d^termin^e quelconque les carr^s des 
rajons de toutes les spheres qui composentles families dont il est 
question dans Tenoned prcdent. 

Le theor&me de Ribaucour conduit a une nouvelle solution du 
probUme de la representation sph^rique. Gomme \ est une solu- 
tion de Fequation (6), c'est-&-dire de liquation ponctuelle rela- 



(*) RIBAUCOUR, Sur une proprie'te des surfaces enveloppes de spheres 
(Comptes rendus, t. LXVII, p. i334j 1868). 
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live au systeine conjugue forme par les lignes de courbure de (S), 
on voit que toute solution X de cette equation donnera les 
normales a Vune des surfaces cherchees (2') par les equa- 
tions (10), dest-a-dire comme cor des de contact de la sphere de- 
finie par I' equation (11). Mais remarquons que, pour avoir 
efFeclivement la surface cherchee, et non plus seulement ses nor- 
males, il restera a determiner JJL par la seconde des quadratures (;). 
La constante introduce par cette quadrature fournirra toutes les 
surfaces admettant les mmes normales. 

9ol. Nous avons vu au n 482 qu'a chaque systeme cyclique 
forme de cercles normaux & (S) on peut associer un systeme \ p 
de solutions du systeme (2) et vice versa, fitudions les relations 
gom6triques entre ce syst&me cyclique et le couple des surfaces 
(2), (S 7 ), admettant la meme representation spherique et corres- 
pondant a la solution jju 

Soient (fig* 87) M et M' deux points correspondanls quel- 
conques des surfaces (S), (Of) ; MR, M'E/ les deux normales en ces 
points aux. deux surfaces, normales n6cessairement paralleles. 
Reprenons les equations (09) et (60) donn^es aux n os 481, 

[ii, P. 3/41] 



(12) 



[(X - r)s-f. (Y - r 

c(X a-)4- c'(Y jn-t- c'(Z-;)]=o, 



Equations qui font connaitre les coordonndes X, Y, Z d'un point 
variable en fonction des trois variables p, p M p 2 . Nous avons vu 
que les valeurs de p, p u p 2 tiroes de ces trois equations sont les pa- 
rametres des trois families qui composentle systeme orthogonal. 
Si nous considerons seulementles deux dernieres equations (12), 
elles repr^sentent, pour chaque systeme de valeurs de p et de p l7 
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un cercle (C) normal en M a (5), cercle qui engendre le systeme 
cyclique considere* La sphere representee par la premiere des 
equations (12) admet, lorsque p et pi varient, une enveloppe a 
deux nappes qui se compose de la surface (S) et d'une des sur- 
faces normales toutes les positions du cercle (C). L'ensemble 

Fig. 87. 




de ces enveloppes forme la famille des surfaces de parametre p a . 
Prises s^par^ment, la deuxieme et la troisime equation repr^- 
sentent deux spheres orthogonales se coupantsuivant le cercle (C) 
et tangentes en tons les points de ce cercle aux enveloppes de 
spheres (E), (E, ) qui constituent la deuxi^me et la troisieme 
famille de notre systeme orthogonal. Par esempie, pour obtenir 
toutes les enveloppes (E) de parametre p, on peut gliminer o, 
entre les deux denateres equations (12) ou, ce qui est la mme 
chose quant au risultat, prendre 1'enveloppe de la sphere difinie 
par la seconde Equation en faisant varier p { settlement. Tous 
ces r^sultats sont acquis et ont t6 d^montrds au Livre IV r 
Chap. XV. Gomme d'ailleurs on peut toujours se donner arbi* 
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trairementla surface (S), il est clair que les Equations precedentes 
definissent le systeme cyclique le plus general rapporte a Tune 
quelconque des trajectoires orthogonales de tous les cercles, 
pourvu que 1'on choisisse pour X et pi les solutions les plus ge"ne- 
rales du systeme (2) relatif a la surface (S). 

982. Tous ces points etant rappeles, reprenons les deux der- 
nieres equations (9) qui definissent la normale a la surface (S ; ) 
et comparons-les aux. deux dernieres (12) qui representent le 
cerele (C). On passe des unes aux autres par la substitution 



X ^7 Y y Z z (X ^ 

Ces formnles consider^es comme etablissant une relation en ire 
les deux points (X, Y, Z)el(#', j/, z 1 } deiinissentevidemmentune 
inversion dont le p61e est le point Metdontle module esly 2 A, 
c'est-^i-dire dont la sphere principale est la sphere (S). Cette 
me'ttie substitution, appliquee a la premiere des equations (12), la 
transforme de inline dans la suivante 



c ? est Tequationd'unplan qui enveloppe une surface (S ;/ ) parallele 
a (S') et menee a la distance p 2 de (S'). On peut done e*noncer le 
the*oreme suivant : 

Etant donnees deux surfaces (S), (S') qui ont la meme re- 
presentation spherique f soient M, M 7 deux points correspon- 
dants pris respectivement sur ces deux surfaces. La normale 
en M! peut toujours etre consideree comme la corde de contact 
d'une sphere (S) ayantson centre en M et dont le rayon y/ 2 1 
depend de la quadrature qui determine \. La figure inverse 
decette normale par rapport & la sphere (S) est un cerele (C) 
dont les differentes 'positions engendrent un systeme cyclique. 
Ce cercle, evidemment normal enMd (S), passe par les points 
d' intersection P et Q de la sphere (S) et de la normale en M. 
Les diff&rents points #/, m ff de ce cerele qui sont les inverses 
deM! ou de tout autre point W de la normale $itu & une 
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distance invariable de W engendrent les differentes surfaces 
normales a toutes les positions du cercle (C). Enfin les deux 
spheres qui sent les inverses des plans principaux de (2} sont 
celles qui touckent les deux enveloppes de spheres (E), (Ej) 
auxquelles appartient le cercle (C), enveloppes qui sont 
engendreespar ce cercle lorsqv!il se deplace de telle maniere 
que le point M decrive une des lignes de court ure de (2). Les 
centres de ces deux spheres sont evidemment au point de ren- 
contre des tangentes principals de (S) en M et de Vaxe du 
cercle (C). 

953. II resulte de cette premiere proposition qu'a tout couple 
de surfaces (S), (If") admettant la m&ne representation spherique 
on peut faire correspondre une infinite de systmes cycliques 
formes de cercles normaux a (S); car on peut toujours ajouter 
une constante arbitraire a la fonction A. 

Cette proposition peut d'ailleurs revtir une atitre forme si Ton 
considere comme connu un systeme cyclique, engendr6, par 
exemple, par le cercle (C), et si Ton envisage trois trajectoires 
ortliogonales quelconques (S), (S { ) 5 ( 2 ) de ce cercle. 

Soient (fig. 87) M, m r , ni! r les points ou ces trois surfaces 
coupent le cercle (C). La premiere (S) pourra tonjours jouer le 
role de la surface de mme nom dans Ftoonce precedent; la 
connaissance des deux points m 7 , mf nous permettra de reconsti- 
tuer toute la figure et de retrouver, en particulierj les points 
M', M". 

En efiet, dans le plan du cercle (C), la droite M'M" sera 
evidemment determine par la condition d'etre parallfele a la tan- 
gente en M au cercle (C) et d'avoir le segment M'M /; intercept^ 
entre les droites concourantes Mm', Mm' ; ^gal k une longueur 
constante quelconqne pa- Cette droite sera normale aux sur- 
faces (S ; ) ? (S /; ) decrites par les points M A , M /A , et ces deux surfaces 
paralleles admettront pour leurs lignes de courbure la mme re- 
presentation sph^rique que (2), Leur normale commune M A M f/ 
sera la corde de contact de la sphere variable de centre M qui 
passe par 1 } intersection de cette normale mme et du cercle (C). 

Qxiand on fera varier la constante p 2 , toutes les surfaces decrites 
par le point M' seront celles que 1'on obtiendrait en multiplianl la 
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tonction u par une constante quelconque, dans liquation (8), 
ce qtii est evidemment permis. 

954. Ces propositions prliminaires une fois etablies, revenons 
a 1'etude que nous avons interrompue a la fin du Chapitre prec6- 
dent. fitant donne'es deux surfaces (S), (5') de mme repr^senta- 
tion sph&rique, soient (d), (d r ) leurs normales, necessairement 
paralleles, en deux points correspondants. Le plan (P) de ces 
deux droites enveloppe une surface que nous designerons par (Oj). 
Quand la surface ( 4 ) se deformera en entrainant les deux droites, 
elle ne cesseront pas, dans leurs nouvelles positions, d'etre nor- 
males & des surfaces (n 760) et ? de plus, les developpables 
qu'on peut former avec elles ne cesseront pas de se correspondre 
(n 944). Nous pouvons done noncer la proposition suivante, 
due a Ribaucour ( * ) : 

Quand deux surfaces (S), (S ; ) admettent la mime repre- 
sentation spherique, le plan des normales correspondantes 
enveloppe une surface (B 4 ). Si la surface (*) se deforme en 
entrainant les deux normales dans ses differ ents plans tan- 
gents, celles-ci ne cessent pas d'etre normales a des surfaces 
admettant la meme representation spherique. 

Mais il importe d'examiner surtout un cas particulier de cette 
deformation. Construisons le cercle (G) defini plus haut, normal 
enM & (S) et deformons la surface (9j) de telle maniere que 
Tune des spheres de rayon mil passant par le cercle (C) se re- 
duise a un point fixe A invar iablement lie & la forme nouvelle 
(0) de (<). Si Ton fait rouler la surface (0) sur (,), le point 
M sera toujours sur une droite iso trope passant par A et invaria- 
blement liee a (6) (n os 936 et947); la normale en M la sur- 
face (S) sera Intersection du plan de contact de () et de (&i) 
par un plan isotrope determine (I) du sjstfeme mobile, plan 
qui sera tangent au point-spb&re A suivant la g^n^ratrice iso- 
trope AM (n 936). Enfin, les seules droites parallfeles a (d) 
situees dans le plan de contact, et qui pourront engeadrer des 



(*) RIBAUCOUR, Note d^"4 cit^e plus haut [p. 127]. 

D. - IV. 10 
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congruences donl les deVeloppables correspondent a celles de la 
congruence des normales a (S), seront les intersections du plan 
cle contact par des plans isotropes determines, paralleles au plan (I) 
de la figure mobile (n os 936 et 944). Comme 1'bn connait une de 
ces droites, qui est la normale a (S') en M 7 , on voit que cette 
droite (d 1 ) sera eile aussi dans un plan isotrope determine (I') du 
systerne mobile, plan qui sera parallele au premier (I). Ainsi, nous 
obtenons le resultat suivant, e"galement remarque par Bibaucour : 

Etant donnees deux surfaces qui ont la mme representa- 
tion spherique, si la surface (0,) enveloppe du plan qui con- 
lient leurs normales en des points correspondants se deforme 
en entratnant ces droites^ elles ne cessent pas d'etre normales 
a des surfaces ayant la m&me representation spherique; et il 
existe line deformation (0) de (0,) dans laquelle les droites 
sont amenees a decrire deux plans isotropes paralleles. 

938. II resulte de ces propositions que, si tout couple de sur- 
faces applicables conduit (n 947) a une infinite de couples de 
surfaces admettant la meme representation spherique, inverse- 
ment tout couple de surfaces admettant la meme representation 
spherique fournit une infinite de couples de surfaces applicables. 
II ne sera pas inutile d'insister sur la nature et Fe'tendiie des ope- 
rations par lesquelles on deduit Tun de Faulre le couple de sur- 
faces applicables et le couple de surfaces admettant la m6me re- 
prseatalion spherique. 

Si Ton part d'abord du couple de surfaces applicables (@), 
(0 4 ), nous avons vn (n 94f7) que, pour obtenir deux surfaces 
admettant la meme representation spherique, il faut faire rouler 
() sur (&i) et prendre les points d'intersection avec le plan de 
contact de deux droites isotropes paralleles, invariablement liees 
a (0). Ces deux points d'intersection decrivent les surfaces cher- 
chees (2), (5?). Toutes les operations par lesquelles on les obtient 
n'exigent done aucune integration et introduisent les cinq con- 
stantes arbitrages dont depend la position des deux droites iso- 
tropes paralleles. 

956. Supposons, au contraire, qu'onsedonne les surfaces (S), 
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admettant la mme representation sph&rique, et conservons 
toutes les notations employees au dbut de ce Ghapitre. II faudra 
d^abord construire les cercles (C) normaux a (S) et, par cons- 
quent, effectuerla quadrature qui determine),; mais, cette quadra- 
ture une fois oitenue, il ne restera plus a faire que des differen- 
tiations et des eliminations. En efiet, lorsqu'on a un systme 
cyclique et ies trajectoires orthogonales des cercles qui le com- 
posent, la surface (& { ) est 1'enveloppe des plans des cercles. Quant 
au systeme mobile forme de la surface (0) qui roule sur (Qj) et 
des points qui lui sont invariablement lies, on le delerminera 
comrne il suit. Nous en connaissons un premier point qui est 
Tun des points-spheres passant par le cercle (C). Si m et m f de- 
signentles points ou ce cercle est coupe par deux de ses trajec- 
toires orthogonales, les plans isotropes touchant le point-sphere O 
suivant les droites /?z, O m f sont des plans determines du systeme 
mobile se coupant suivant une droite invariablement liee a ce 
syst&me. On pourra ainsi obtenir, en nombre aussi grand qu'on 
le voudra, des droites passant par le point du systeme mobile. 
Trois de ces droites fornaent un tri&dre invariable auquel on 
pourra rattacherun triedre trirectangle; etles distances du point 
ou (< ) touche le plan du cercle (C) aux trois faces de ce triedre 
trirectangle ne seront autres que les coordonn^es du point corres- 
pondant de la surface cherchee (0), rapportee & des axes inva- 
riablement lies a cette surface. Cette surface sera ainsi determinee 
sans aucune quadrature nouvelle. 

Si Ton substitue aux surfaces (S) 3 (S') celles que Ton obtien- 
drait eri^rempla^ant successivement, dans liquation (8) du plan 
tangent, y. par une.fonction lineaire quelconque des solutions c, 
c f , c' ; , p., cx-*rdy-*rd } z^ on verra facilement qu'ici encore on 
peut introduire cinq constantes sans qu'il soit necessaire de faire 
une nouvelle integration. 

957. D'apr&s les remarques pr^c^dentes, ce sont les systemes 
cycliques qui tablissenl le lien entre les deux theories, au premier 
abord si eloignes, de la deformation des surfaces et de la:repr&- 
sentation sph^rique. On peut obtenir de tels systemes, soit en 
partant d'un couple de surfaces applicables (8), (0|), soit en 
prenant comme point de depart un couple de surfaces admettant 
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la mime representation sphe"rique pour leurs lignes de courbure. 
En developpant les calculs qui permettent de les faire deriver d'un 
couple de surfaces applicables, nous allons rencontrer quelques 
relations qui viendront s'ajouter utilement aux propositions deja 
trouvees ou qui permettront Papplication des methodesindiquees 
dans les Chapitres precedents. 

A cet effet, envisageons d'abord deux surfaces (S), (S,), se 
correspondant avec orthogonalite des elements lineaires; et con- 
servons toutes les notations du Chapitre III. Si Pon pose 



04) 



ce qui donne 



05) 



04)' 



# t = Xi X', 
7l =Yi-Y', 

_ 7' 7'. 

"1 *! * 9 



2 

S-+- Si 



(.5)' 



X' = 



Y , 

i = 



les deux surfaces (6), lieu du point (X', T ; , Z')> et (6,), lieu du 
point (X;, Y; , Z; ), seront applicables Tune sur Fautre. Cela r6- 
sulte immediatement de Pidentite 

dxtet+dydyi+dtdt^dSt+dV'^^ ^ 

La surface (6 f ) est decrite par le milieu du segment MM 4 qui 
reunit les points homologues M, Mi de (S) et de (S,); la sur- 
face (0) esl le lieu de Fextremite' du segment e"gal a la moiti<* de 
MjMj partant de Porigine des coordonnees. Les deux surfaces s'e- 
changent Tune dans Tautre lorsque Ton change le signe de x { , 
y^ z { , c'est-^L-dire lorsque Ton remplace la surface (S 4 ) par sa 
sym^trique relative & Forigine des coordonn^es. 

Considerons la sphere (U) passant par Torigine des coor- 
donnees et de"erite du point (X 7 , Y ; t Z') comine centre. Lorsque 
Pon fera rouler la surface (0) sur la surface (0<), cette sphfere 
entrain^e avec la surface (9) aura son centre au point (X' { , Y' ( , Z'J ; 
et nous avons vu (A 938) que les points ou elle touchera son en- 
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veloppe seront les centres de spheres de rayon nul conpant le 
plan tangent a (0) suivant un mme cercle (C) qui engendrera un 
systeme cyclique. L'equation de la nonvelle position (D 4 ) de la 
sphere (U) est videmment 



(16) (X X' 

on, en remplagant X', X' u ... par leurs valeurs (10), 

(17) (X-ar)(X- 



Cette equation represente videmment la sphere d^erite sur le 
segment MM { comme diametre. Les points ou elle touche son en- 
veloppe s'obtiendront enjoignant a Pequation prec^dente sa difie- 
rentielle to tale 



( X SB) dtti + ( Y y) 

-r- (X xi ) dx H- ( Y 71) dy -j- (Z 3i ) ds = o. 

En tenant compte des relations (5) [p. 49] entre les differen- 
tielles dx, dx { , . . . , on peut donner a cette derniere equation la 
forme suivante 



y (Z i )+ c(X 



et comme dx\^ dy^ dz { sont relies uniquement par Teqnation 

ai dxi -h 61 dyi H- c t dz o, 
on aura n^cessairement 



(18) 



Ces deux Equations representent la corde de contact de la sphere 
avec son en veloppe. On pourra les remplacer par les deux sui- 



i5o 
vantes 

(19) 
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X - cri Cl (Y jO-f- bj (Z - 



qui s'en deduisent immediatement si Ton echange, ce qui est 
permis, les points M et M. i ou bien les surfaces (S) et (S.,)- 

988. Avant de poursuivre le calcul et de determiner les points 
d'intersection de la droite pr^cedente avec la sphere (U 4 ), re- 
marquons que cette droite est necessairement perpendiculaire au 
plan tangent de la surface (i). Cette remarque nous fournit un 
moyen d'obtenir la direction de ce plan tangent et un calcul facile 
donne, pour les cosinus directeurs CM, C' n C 7 ( de la normaJe a la 
surface (&i) les expressions suivantes 



(20) 



ou Ton a pose, pour abreger, 

' K = ] 

(21) 



Comme on passe de la surface (% { ) a la surface (0) en chan- 
geantlesignede^^jKi,^!,^, a\, . ., un calcul analogue donnera, 
pour les cosinus directeurs 0, G' ? C" de la normale cette surface, 
les expressions suivantes 



(22) 



a ! 



ou le signe des radicaux a et6 choisi de telle manidre que les 
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portions positives des deux normales soient du m6me c6te par 
rapport aux surfaces (0), (>,) (<). 

989. Ces expressions des cosinus directeurs des normales aux 
deux surfaces (), (<) nous conduisent a la proposition sui- 
vante : 

En calculant les differentielles dC^ d%.\ et tenant compte de 
la relation 

CJ~vr _, fit ,7V' i P'/ ^77' n 
l aAj -Htiiaij-t-Lij CtL l = O, 

on formera Tidentit6 



(23) 



= V 



**,)-< 

dx -h dxi 
dy H- dyi 



do, dx -4- dx\ 

db 

do dz 



Si Ton remarque que les relations difierentielles (5) et (45) du 
Chapitre III conduisent a des identites telles que les suivantes. 



a dai 

b dbi 

c dc\ 

CL dC/L<\ 

b dbi 

c dot 



dx 
dy 
dz 



on donnera a la relation (28) la forme suivante 
(24) 2v/KK^ C dC{ <2Xj = K! C da dx - K C 



() Les relations difif^rentielles entre or, y, 2, & y l9 z % ne changent pas si Ton 
remplace a? t , y lf ^ par Aa? a , hy l9 hz^ 9 a l9 b iy c, par ha^ M> t , hc^ et a, 6, c par 

7T' ^' %' ^ ^^ s ^ naut une constante quelconque. Si cette cons tan te devient tres 

petite, a? 4 , y,, < t deviennent tres petites et les deux surfaces (6), (6 t ) Yiennent 
se confondre. II faut done que les expressions (21) et (22) des cosinus se rap- 
prochent, ce qui entraine la determination du signe pour les secondes (22). 
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Par de simples cliangements de signes on eiablira egalement la 
formula 

- K 



relative a la surface (0). 

960. Or, dans la theorie du roulement de deux surfaces 1'une 
sur 1'autre, nous avons ete amene a considerer differents reseaux 
traces sur les surfaces (0), (i) - 

i Le reseau conjugue commun. Go mine 1'equation ponctuelle 
relative &. ce reseau est la inme pour (0) el pour (i), il est 
clair que cette Equation adinettra ^galement les solutions #,y, 5, 
X{, y\^ s { qui sont des fonctions lineaires de X ; , X' n .... Done 
le reseau conjugue commun a (0) etct (@<) sera aussicommun 
aux deux surfaces (S) (S<). Ce sera notre reseau III. Seule- 
menty sur (0) et sur (0< ) r ses invariants tangentiels ne seront 
plus necessairementegaux. 

Liquation relative a ce reseau doit admettre (n 93o) la solu- 
tion particulire 



qui se reduit ici a 

(26) 6' 

a Le reseau forme de courbes pour lesqueJles les courbures 
normales sont egales et de m6rae signe. Nous avons vu (n 933) 
queces courbes sont telles que, sile centre instantand d^crit Tune 
d'elles, le mouvement se reduit au roulement d'nne developpable 
sur une developpable. Elles sont 6videnament definies par liqua- 
tion diff^rentielle 



qui, en vertu des fornmles (24) et (a5), devient ici 

V da dx = o. 
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Elles correspondent done aux lignes asymptotiques de (S) qui 
constituent notre reseau I. 

Remarquons que (S) est homothetique a la surface milieu de 
(6) et de (,), c'est-a-dire aulieu dn milieu du segment qui reunit 
les points correspondants de (0) et de (<). 

3 Enfin, si Ton faisait rouler sur (0,), non plus (6), mais la 
surface symetrique, les courbes precedentes seraient evidemment 
remplacees par celles pour lesquelles les conrbures normales sont 
dgales et de signes contraires. L'equation difierentielle 



de ce troisieme reseau, en vertu des identites (a4) et (20), est 
identique a la suivante 



V 



i = o. 



On voit done que Jes courbes dontil se compose correspondent 
aux lignes asymptotiques de (S<), c'est-a-dire aux courbes de 
notre reseau II. 

Ainsi se trouvent definis geometriquement sur les surfaces ap- 
plicables (0) et (0<) les trois reseaux du Chapitre III. 

961. Revenons a nos systemes cycliques. Pour obtenir les 
points de contact de la sphere (U<) avec son enveloppe, il faut 
joindre a son equation (17) les deux equations (18) ou (19) de la 
cordede contact. Prenons, par exemple, les deux equations (18), 
constitutes par l'galite de trois rapports. En ajoutant les num&- 
rateurs et les d&iominateurs apres les avoir multiplies respective- 
ment par X x { , Y y K , Z Z K , on trouvera un nouveau rap- 
port 

^CZ <i) 



egal aux precedents et dont le num^rateur est certainement nul 
pour le point de contact cherche. Si le d^nominatear de ce rap- 
port est different de zero, il faudra que, pour le point de contact, 
les numerateurs des trois rapports (18) soient nuls. On est ainsi 
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conduit aux trois equations 



(27) 



qui determinent Pun des deux points de contact cherches. Le 
second sera defini par les Equations analogues 

X a?, c.(Y 



Y y a('L ~,30-r-c(X #0= > 
Z 5-6X 



de sorte que Pun et Pautre, comme il 6lait ais6 de le prevoir, se 
determinent rationnellement. Remarquons que le premier est 
dans leplan tangent de (S), comme il resulte de liquation 



consequence des formules (27); et que le second est, de m&me, 
dans Le plan tangent de (S<). Nous expliquerons plus loin ce 
fait si curieux. 

962. La sphere (Ui), que nous avons ete conduit a introduire 
dans la tneorie precedente,'donne naissance ^ quelques propriet^s 
parmi lesquelles nous signalerons la suivante : 

Les points ou elle coupe la droite d'intersection des plans tan- 
gents a (S) et a ($> { ) sont dans les plans focaux de la droite MM < 
qui reunit les points correspondants de (S) et de (S^ ). 

Mais nous pr6ferons insister sur le r6le qu'elle joue dans Fin- 
version compose. 

Reprenons les formules donnees au n 903 et qui definissent 
cette transformation, fitant donnes deux points M, M< dont les 
homologues soient M', M.\ ; consid^rons les deux spheres (V) et (V 7 ) 
d^crites respectivement sur MM< et sur M'M ; { comme diam^tres. 
Ges deux spheres sont les inverses Pane de 1'autre relativement a 
Pinversion simple que Pon obtiendrait en supposant, dans les 
formules (16) [p. 80], que les deux points distincts (#, y, z) 
et(^,y ^0 soient amends & coincider. Admettons ce r^sultat 
dont la verification est ais^e : nous voyons qu'on peut en diduire 
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ime reduction de Finversion composee a 1'inversion ordinaire. En 
eflet, pour definir 1'inversion composee par laquelle on transforme 
un systeme de deux points M, M !} on decrira sur MM { comme 
diametre une sphere (V) el Ton prendra la transform^ (V ; ) de 
cette sphere dans une inversion ordinaire. Cette sphere (V) aura 
un diametre unique dont les extremes M', M, seront sur les 
droites OM i? OM qui joignent les points M i? M au p6le de Fin- 
version; et le segment M'M', sera celui qui doit correspondre 
& MMj, dans Finversion composee telle qu'elle a ete definie 
au n 903. 

II r^sulte de cette nouvelle definition que, lorsque Von ap- 
phquera V inversion composee auxdeux surfaces (S), (S^, on 
soumettra en realite les spheres (\J { ) ct une inversion simple. 
II en sera done de mime pour les points de contact de ces spheres 
avecleurs enveloppes, pour les spheres de rayon mil qui ont leurs 
centres en ces points et, par suite aussi, pour les cercles qui 
composent le syst&me cyclique derive de (S) et de (Si). 

963. II sera evidemmenl tres utile pour les applications de 
pouvoir representer d'une maniere simple le roulement de deux 
surfaces applicables Fune sur Fautre. Or les resultats que nous 
avons donnes au Ghapitre III nous conduisent, pour definir ce 
deplacement, a des formules de la plus grande simplicite. 

Reprenons, par exemple, les equations (46) [p. 66] qui defi- 
nissent la surface (S { ). Si nous y remplagons ^r, x^ par leurs 
expressions (i4) en X ; , X' n . . . , leurs seconds membres prennent 
la forme 



i'i-f-Z') 
= Z' 1 Z' ^(X', 

Or ^crivons ces formules comme il suit 

(3o) 



et consid6rons-y pour un instant X ; , Y', Z' elX',, Y' 4 , Z f 4 comme 
des coordonnees variables, tandis que nous attribuerons des valeurs 
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determinees aux deux parametres dont dependent #, x\ , a\, . . . . 
Elles definissent evidemment une substitution lineaire : cette sub- 
stitution represente un deplacement. Si on les r^solvait, par 
exemple, par rapport a X ; ? Y ; , Z ; , on retrouverait les formules 
celebres qu'Euler a donnees, le premier, dans les Nouveaux 
Commentaires de Petersbourg et qui sont rationnelles par rap- 
port a trois arbitraires (ici a t , b { > c { ). Admettons ce premier 
point que reconnaitront sans peine tons les lecteurs au courant de 
la theorie des substitutions orthogonales. II est clair ds lors que, 
si Ton fait varier ies parametres qui entrent dans a^ b^ c\ 9 x, 
# i? . .., on aura une suite continue de d^placements, ou mieux 
un deplacement a deux variables independantes. Ce deplacement 
est precisement le roulement des deux surfaces (), (fy^l'une 
sur Vaiitre* C'est le roulement de () sur(,) si Ton considere 
les points (X^, Y', Z ; ) comme appartenant a la figure mobile; 
c'estle mouveaient inverse, si Ton considere au contraire comme 
mobile la figure qui est lieu des points (X' f , Y' I3 Z\ ), 

Pour etablir ce resultat essentiel, consid^rons X', Y ; , 7J comme 
appartenant a la figure mobile. Si nous remplagons, dans les for- 
mules (3o), X' ? Y', TJ par les valeurs (ID) qui correspondent & un 
point de la surface (0), elles nous donneront les valeurs (i5} ; de 
X',, Y' n Z' K Donc dej^ le deplacement se produit de tellemaniere 
qu'a chaque instant le point de la surface (0), consider^ comme 
apparlenant a la figure mobile, coincide avec le point correspon- 
dant de (i). Pour completer la demonstration, diff^rentions 
totalement, avanttoutehypolhese, les formules (3o). La premiere, 
par exemple, nous donnera 

Y' bi dl' =: d&\ Cl dY r t -f- b v dl' t 



pourvu que nous remplacions dx { par sa valeur d^duite des rela- 
tions (45) [p. 66]. Or, si nous substituons, dans cette relation 
gn&?ale, a Y ; , Y'^ , Z' ? Z' 4 les valeurs qu'elles acqui^rent pour le 
point commun 4 (0) et a (6,), les coefficients de db^ dc* de- 
viennent nuls, et il reste la premiere des trois relations suivantes 



i dZ(, 
aidZ;, 

n- dZ\ , 
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les deux dernieres se dedaisant de la premiere par de simples 
permutations circulars. Or ces trois Equations, qui sont celles 
que Ton obtiendrait en differentiant les formulas de transforma- 
tion (3o) oft, les coefficients seraient traites comme des con- 
stantes, expriment evidemment que le point commun a (0) et 
a (0^ a le mme displacement en grandeur et en direction quand 
on le considre, soit comme appartenant a la figure mobile, c'est- 
a-dire a (0), soit comme appartenant a la figure fixe, c'est-a-dire 
& (0<). Ces deux surfaces sonl done applicables Tune sur Tautre, 
ce que nous savions deja; et le mouvenient considere est le roule- 
ment de Tune sur Tautre. 

964. Les raisonnements qui precedent s'appliquent sans modi- 
fication si, au lieu de prendre, comme point de depart, les for- 
rnules (45) [p. 66] on emploie les formules (5) [p. 49]- On est 
alors conduit a la substitution lineaire definie par les equations 



'= c(X; *0- (V\ -y) 
Z'= 



toutes pareilles aux formules (3o). Seulement, par suite du 
changement de signe de X A , Y, Z', elles ne representent plus un 
deplacement, mais une transformation parsym6trie relative a Tori- 
gine des coordonnees, suivie d'un deplacement. On demontrera 
comme pr^cedemment que, lorsque varient les parametres dont 
dependent a, ,#<,*) ces formules definissent le roulement 
sur (0<)? non P^ us c ' e ()^ ma * s ^ e ^ a sur f ac symetrique 



968. Les formules prec^dentes permettent de verifier quelques- 
uns des resultats que nous a fournis la Geometric dans Petude 
qui a fait 1'objet du Ghapitre precedent. Appliquons4es, par 
exemple, &, la determination des sjstemes cycliques que Ton peut 
faire d&river du couple de surfaces applicables (0), (0i). Si, dans 
les formules (3o), on attribue a X', Y A , TJ des valeurs constantes 
quelconques, elles fourniront les coordonnees X' 4 , Y r 4 , Z' 4 du point- 
spWre qui coupe le plan de contact de (0) et de (0<) suivant le 
cercle (G), dont les diflferentes positions engendrent le syst&me 
cyclique cherch6. Soit Ale point mvariablement Ite k la figure mo- 
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bile : si, par ce point, on mene une droite isotrope determinee, 
c'est-a-dire invariablement liee an systeme mobile, les for- 
mules (3o) permettront evidemment d'ecrire les equations de cette 
droite rapportee au systeme fixe; et le point ou elle coupera le 
plan de contact d6crira une des trajectoires orthogonales du 
cercle (C). Ges trajectoires orthogonales se d^termineront ainsi 
sans aucune integration; mais, pour determiner aussi en termes 
finis les deux autres families qui composent le systeme triple, Jl 
faudra pouvoir integrer 1'equation du systeme conjugu^ commun 

a(0)eta(0(<)- 

On obtiendra des resultats identiques en appliqnant la m^thode 

precedente, non plus aux equations (3o), mais aux formules (3i). 
Sapposons, par exemple, queTon veuille determiner le systeme 
cyclique obtenu en choisissant Porigine des coordonnees comme 
point fixe du systeme mobile, II faudra, dans les formules de 
transformation (3o) ou (3i), introduire Thypothese 

X' = Y'=Z'=o. 

Les premieres (3o) deviendront alors identiques aux Equa- 
tions (28) etfourniront par suite un premier point de contact de 
la sphere ( U { ) (n os 9S7, 961 ) avec son enveloppe. Les secondes ( 3 1 ) 
deviendront de mme identiques aux formules (27) et fourniront 
le second point ou la meme sphere (Ui ) touche son enveloppe. Ce 
sera le point de contact dfini par les formules (28) ou (3o) qui 
deviendra fixe dans Tespace lorsque la surface (6 4 ) se d^formera 
de maniere a venir coi'n cider avec (). Ce sera au contraire le 
second, d&fini par les formules (27) ou (3i), qui deviendra fixe 



(*) De I& r^sulte qn'4 toute equation lindaire du second ordre dont les inva- 
riants sont e"gaux on peut faire correspondre une infinite de systemes cycliques 
dont les trois famil les se ddtermineront par de simples quadratures. Car on peut, 
4 Taide d'une telle Equation, determiner une infinitude couples de surfaces (S), 
(S,) et, par suite, (AJ, (SJ, se correspondant avec orthogonal* te* des ^l^ments 
lin^aires. Le couple de surfaces applicables d6duit de (Aj), (2 t ) adraettra, pour 
re"seau conjugu^ commun, le r6seau conjugug commun a (A,), (S t ), c'est-a-dire, 
d'apres le Tableau de la page 72, le r^seau des lignes asymptotiques de (S). Orce 
r^seau est entierement connu; les paramdtres des lignes qui le composent sont les 
variables independantes qui figurenl dans Pequation lin^aire a invariants 6gaux 
prise comme point de depart. 
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si ( i ) se deforme de maniere a venir comcider non plus avec (0), 
mals avec la surface symelrique (0'). 

966. JNous pouvons maintenant expliquer de la maniere la plus 
satisfaisante pourquoi ces deux points se trouventrespectivement 
dans les plans tangents de (S) et de (S,). D'apres les theories 
connues, le deplacement defini par les forrmiles (3o) pent etre 
remplace, d'une infinite de rnanieres, par une translation finie et 
par une rotation, toujours la mme, dont 1'axe et la valeur absolue 
dependent uniquement des coefficients a\, b t , c { . Si Q designe la 
grandeur de cette rotation et X, [JL, v les angles que fait avec les 
axes coordonnes la direction positive del'axe de la rotation, on a, 
comme on sait, 



_ _ _. 

COSA COSIX COSV 



(32) 

On voit ainsi que 1'axe de la rotation est perpendiculaire au plan 
tangent de (S< ). D'apres cela, soient M, MI les points correspon- 
dants de (S) et de (S<), P^ le milieu du segment MM { . Si Ton 
mene, par Porigine des coordonnees, une droite OP egale, parallele 
au segment MjP| et de mime sens., il resulte des formules (14) 
et (i5) que les deux points P et Pj d^criront, Fun la surface (9), 
Uautre la surface (i). Pour amener les deux surfaces en contact 
on pourra, par une translation, amener P en P { , ce qui fera 
co'incider avec M< ; puis efifectuer la rotation d^finie par les 
formules (3a); et, comme Paxe de cette rotation est evidemment 
perpendiculaire au plan tangent en M t a (S^, elle laissera le 
point dans ce plan tangent. 

Une demonstration identique s'appliquera au second point de- 
fini par les formules (27), pourvu que Ton substitue k la sur- 
face (0) sa symetriqne relative ^Torigine des coordonnees. 

967. D'autres formules, qu'il ne sera pas inutile d'indiquer 
rapidement, permettent encore de definir le roulement de deux 
surfaces Tune sur.Tautre. 

Si Ton connait, par exemple, pour cnacune des deux surfaces 
(0), (0^, les cosinus qui d^finissent, par rapport 4 des axes 
fixes, la position d'un triedre (T), rattach^ de la m6me manure 
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a ces surfaces, il est clair que les forinules 

X' = x -T- ax' -T- by r -H cz r , 
T 



ou x, y, z designent maintenant les coordonn^es du point M 
de (0) qui esl le sommet da triedre (T), et ou nous conservons, 
pour les cosinus, toutes les notations du Livre V, Chap. I et 11, 
definiront le cliangement de coordonnees par lequel on passe des 
axes fixes OX', OY', OZ' auxaxes M#', My, Ms' formes par les 
aretes du triedre (T). Si Ton ecrit les formules analogues rela- 
tives a la surface (i ) 






de x\ y 1 r , s r entre les deux systemes precedents 
donnera les formules clierch6es qui definissent le roulement de 
(8) sur (61 ). Gette Elimination ne pr6sente aucune difficulte, 
1'un et Fautre systeme pouvant ^tre resolus par rapport a & r , y 7 , 
z' : on obtient ainsi les formules 



(35) 



qui peuvent elles-mSmes 6tre resolues, soit par rapport a X', Y' 
Z', soit par rapport a X' 4 , Y' 4 , Z' 4 . 

Si Ton veut, par exemple, trouver les systemes cycliques qui 
correspondent au roulement de () sur ( , ), il sufnra d'6crire les 
deux Equations suivantes : 



(36) 



(Z'-/)*= , 
"(Z'-^) =o, 



ou h, k, I de"signent trois constantes, et qui repr^sentent, la pre- 
miere un point-sphere invariablemenl li^ a (8), la seconde le 
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plan de contact de (6) et de (0,), puis de substituer les expres- 
sions de X', Y', TJ en fonction de X' n Y' n Z' r 



J. Une autre m.e'thode tres simple pent encore tre suivie. 
Nous avons vu au Chapitre VI de ce Livre quelle importance ont, 
en Geometric, les sections de courbes ou de surfaces, rattache'es 
a la surface mobile (0), par le plan de contact de (0) et de (64). 
On pourra les determiner comme il suit. 
Soit, par exetnple, 

(37) F(X',Y',Z') = o 

1'equation d'une surface ratlachee aux axes invariablement lies a 
(0). Cherchons sa section par le plan de contact. II est clair 
qu'un point de ce plan est defini par des formules telles que les 

suivantes 

dx dx 
L dii l dv 9 

A*. 
(38) 



L r dV 

ou A et p. designent des arbitraires convenablement choisies; #, 
y, z sont toujours les coordonnees du point de (0) 7 exprimees 
en fonction des variables u et v. Or, par la nature m&ne des ar- 
bitraires X et a, on reconnait immediatement que le point defini 
par les formules precddentes sera rattache aux axes invariable- 
ment lies a (0 4 ) par les formules semblables 



ou\et\j. conservent les memes valeurs. Pour obtenir la section 
cherche'e, il suffira done d'eliminer \ et fi entre les Equations prd- 
cedentes et la suivante : 



La m^thode s'appliquerait e'videmment & une courbe. 
D. -IV. ii 
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969. Jusqu'ici, dans Fetude des relations entre les systemes 
cycliques et la deformation des surfaces, nous ne nous sommes 
pas pr^occupe de la distinction a faire enlre les elements reels et 
les elements imaginaires. Par exemple, si deux surfaces reelles 
roulentFune sur Fautre, les systemes cycliques deduits des points 
relies a Fune d'elles (0) sont toujours imaginaires; les centres 
des cercles correspondants a tin point reel seront bien reels, mais 
les rayons des cercles seront des imaginaires a carre negatif. Le 
moment est venu d'indiquer, en \tie des applications, comment il 
faudra choisir les surfaces (0), (0i) pour obtenir des systemes 
oy cliques entierement reels. 

Les plans des cercles etant alors reels, la surface (0<) est ne- 
cessairement reelle. Voyons ce que doit etre (0), et, pour cela, 
reprenons les methodes et les notations du Livre V. 

Soient/?, <y, r, /> i? q t , r { les rotations du triedre (T) reliea (0); 
r et /*| seront reelles et exprimees en fonction de Felement 
lineaire, commeles translations , TJ, $ 1} T\,. D'ailleurs, siFoncon- 
bidere le cercle situe dans le plan tangent de (0), les coordonnees 
j?, y de son centre sont reelles ainsi que son rayon p; et si I'ou 
eleve en ce centre une perpendiculaire egale a zp, le point 
(j?,y, j'p) doit rester fixe dans Fespace quand le triedre (T) se 
d^place de maniere que son sommet decrive la surface (0). Cela 
nous donne les relations suivantes 

_ J . tJ .^ -~* dx 

du,~^*^~ J " n 



par lesquelles on exprime qae la \hesse de ce point estnulle pour 
tout deplacement du triedre (T). Ces relations prouvent en pre- 
mier lieu que les quatre rotations /?, q, p { , q { sont des imagi- 
naires pares. Mais alors les formules qui donnent les derive" es 
des neuf cosinus exprimees en fonction des rotations montrent 
immediatement que Fon peut rapporter la surface (0) a des axes 
tels que tous les cosinus soient re"els, sauf a ;/ , b n , c, d qui seront 
purement imaginaires. Done les coordonn6es X', Y ; du point 
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de (0) demies par les formules 



dT = a'(S dii 4- ?! rfp)+ b'(7i du -f- r,! <fr) 
seront r^elies tandis que Z', definie par la quadrature 

) dtf -j- TJt <fr), 



sera une iinaginaire pure iZf. L'elemenE lineaire de la surface sera 
de Ja forme 



X', Y', 

C'est ici le lieu de presenter la remarque suivanie : lorsque 
nous avons forme (n 704) 1'equation a laquelle satisfait Tune des 
coordonne*es X ; , Y', Z 7 5 nous avons indique* que la forme quadra- 
tique 



n'^tait pas necessairement une somme de carres. On voit que, 
lorsqu'elle se reduiraa une difference de carres, on n'aura plus de 
surface rdelle correspondant a la solution X', mais on pourra, si 
Ton connait deja une surface reelle admettant Telement lineaire 
donne, d^duire de la nouvelle solution des systemes cycliques 
reels (0- 

970. Au reste, lorsque I'on aura conslilue un systeme cyclique 
reel, on pourra passer a tous ceux qui se rattachent au mSme 
roulement par la construction reelle suivante, que le lecteur de- 
duira facilement des remarques presentees au n 943. 

Associons a chaque cercle (C) du systeme donne un autre 
cercle (C 7 ) de son plan, defini par la construction que voici. Aux 
points ou le cercle (C) rencontre deux surfaces determiners 
I'avance parmi toutes celles qui le coupent a angle droil, con- 



(*) Les formules (4i)> (4 I ) / peuvent servir debase 4 une e*tude analytiqtte tres 
simple de la congruence engendre par les axes des cercles dans un systeme cy- 
clique. 
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struisons les tangentes, qui seront les normales a ces surfaces tra- 
jectoires; puis menons un cercle (G') tangent a ces deux droites 
en des points qui soient toujours a la meme distance de ceux ou 
ces droites touchent le cercle (G). En d'autres termes, determinons 
le cercle (C') par la condition que deux des tangentes communes 
a (C) et a (C ; ) aient une longueur donnee et que leurs points de 
contact avec (G) soient sur denx surfaces trajectoires donnees du 
meme cercle. Les differentes positions du cercle (G') engendre- 
ront I'un quelconque des syslemes cycliques cherches. 

Les cercles (G ; ) dependent de trois parametres; les tangentes 
communes a deux cercles (G') difierents, situes dans le mme plan, 
les touchent evidemment, d'apres ce qui precede, en des points 
qui decrivent une de lenrs surfaces trajectoires. 

Dans Unite cette theorie, il faut considerer les cercles comme 
ayant des rayons de signes determines, n'admettant qu'un seul 
centre de similitude et deux, tangentes communes qui vonl passer 
par ce centre. Par exemple, si les cercles sont reels, ce sera le 
centre de similitude directe quand les rayons auront le me'me 
signe, et le centre de similitude inverse quand ils seront de signes 
contraires. Cette theorie du signe du rayon est connue depiris 
longtemps ; elle a servi debase a la tbeorie des cycles de Laguerre. 
Le lecteur pourra aussi consulter un Rlemoire Sur les relations 
entre les groupes de points, de cercles et de spheres dans le 
plan et dans Vespace, insere" par 1'auteur en 1872 dans le 
Tome lj a e s^rie, des Annales de VEcole Normale. 

971. Lorsque la surface (0) roule sur la surface (@i), une de- 
veloppable iso trope (A), invariablement liee a (), coupe le plan 
de contact de (0) et de (0 f ) suivant une courbe (K) dont les po- 
sitions successives engendrent une congruence. Nous avons 
vu (n 762) que ces positions successives sont normales a une 
famille de surfaces. Dans la Note deja citee [p. 120] Ribaucour 
indique comme une propriete nouvelle que cette famille de sur- 
faces esfc une famille de Lame, c'est--dire qu'elle fait partie 
d'un systeme triple orthogonal. Mais cette remarque avail e'te 
d6j^i donnte depuis longtemps dans mon enseignement, et Ton y 
esl conduit d'ailleurs avec la plus grande facility. Consid^rons en 
effet les points-spheres ayant leur centre sur la d^veloppable (A) : 
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ils coupent le plan de contact de (0) et de (0j) suivant des 
cercles (C) tons tangents a (K); et si Ton considere xm point- 
sphere determine A, la trajectoire du point de contact de (K.) 
et du cercle (C') qui correspond a A est precisement une sur- 
face (5') nornaale a (C') et, par suite, a (K). Supposons main- 
tenant que le point de contact de (0) et de (6i)se deplace suivant 
une des courbes da systerae conjugue commun. Le point de 
contact "du cercle (C') et de (K) decrira une ligne de courbure 
de (S'). Ainsi il existe deux series cle deplacemenls dans lesquels 
chaque point de (K) decrit une ligne de courbure de la irajec- 
toire orthogonale. En d'autres termes, on pent associer les courbes 
(K) en deux families diJKrentes, de maniere a conslituer un 
syst&me triple orthogonal. 

972. On peut completer encore ces resultats en remarquanl 
que Ton obtientainsi tous les systeines triples orlhogonaux dans 
lesquels ies surfaces de Tune des deux families (et, par suite, de 
deux families) aient leurs lignes de courbure planes dans un 
systeme. Voici comment nous demontrons cette reciproque. 

On doit & Ribaucour la proposition gnerale suivante, relative 
aux systemes triples orthogonaux : 

Lorsque Von connait un systeme triple orthogonal, les 
cercles osculateiu*$ aux courbes d* intersection des surfaces 
appartenant a deux des families du systeme, aux points ou 
ces courbes rencontrent une surf ace quelconque de la troisieme 
famille, ferment un systeme cyclique ( j ). 



(*) On peut d^montrer cette proposition par la Geom&rie de' la maniSre sui- 
vaate : Soil (S) une surface quelconque appartenant a la premiere famille et 
soil (K) la courbe d'intersection de deux surfaces ( S 3 )> (S s ) appartenant respec- 
tivement a la deuxieme et a la troisieme famille. Si Ton construit Ies deux 
spheres tangentes a (S 2 ) et a (S 9 ) respeciivement, et contenant le cercle oscu- 
latftur (C) de (K) au point M ou cette courbe rencontre la surface (S), ces deux 
spheres auront pour centres respectivement les centres de courbure principaux 
de (S s ) et de (S s ) relatifs ^ la ligne (K). Par suite, lorsque le point M de"crira la 
ligne de courbure de (S) qui se trouve sur (S 4 ), la premiere sphere enveloppera 
uiie surface qu'elle touchera suivant les positions successives du cercle (G) (n752). 
II en sera de meme pour la seconde sphere quand le point M d^crira Tintersec- 
tion de ( S) et de (S,). On voit done ^que les cercles (G) peavent dtre associ^s en 
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On pent compleler celte proposition par la suivante, qui n'est 
pas moins utile, et dont la demon station sera mieux a sa place 
dans une theorie des systemes orthogonaux. 

Reciproquement, etant donnee une famille de surfaces, 
construisons les cerdes osculatews aux courbes trajectoires 
orthogonales de ces surfaces, au(c points oil ces courbes ren- 
contrent une surface quelconque de la famille; la determina- 
tion de ces cerdes est toujours possible et rfexige nullement 
V integration des equations dijferentielles des trajectoires or- 
thogonales. Cela pose, si les cerdes osculateurs ainsi definis 
forment toujours un systeme cyclique, la famille de surfaces 
consideree est une famille de Lame. 

Ces propositions etant admises, donnons-nous a priori un 
syst&me orthogonal dans lequel les surfaces (So), (S 3 ) de la 
deirxieme et de la troisieme famille se coupent suivant des courbes 
planes ($L). Soil (A) Tune des deux developpables isotropes 
passant par (K) : si M est un point de (K) et M! le point corres- 
pondant de l'arle de rebroussement de (A) ? la sphere de rayon 
nul ayant son centre en M ; coupera le plan de (K) suivant le 
cercle (C), osculateur en M. Toutes les positions de (C), relatives 
aux points M ou les courbes (K) rencontrent une des surfaces (S) 
de la premiere famille, constituent un systeme cyclique, d'apres le 
theoreme de Ribaucour. Pour tons ces systemes cycliques, les 
enveloppes de spheres (E 2 ) ? (E 3 ), qui forment la deuxiemeet la 
troisieme famille, coupent sous le mme angle le plan de Tune 
quelconque des courbes (K), cet angle etant celui sous lequel ce 
plan est coupe par Tune ou Pautre des surfaces (S 2 ) ou (S 3 ) qui 
contiennent cette courbe. Or, considerons la surface (<), enve- 
loppe des plans des courbes (K) : si elle se deforme en entrainant 
dans ses plans tangents les courbes (K) et leurs cercles oscula- 



deux families <f enveloppes de spheres (E a ), (E s ) qui se coupent angle droit 
puisque, ^tant orthogoaales ^ (S), elles coupent cette surface suivant ses dif- 
f^rentes lignes de courbure. Les surfaces (E 3 ), (E 3 ) se coupant de plus suivant 
une des positions du cercle (C), c*est-a-dire suivant une ligne de courbure, U 
existera une troisieme famille de surfaces, dont (S) fera partie, qui seront nor- 
males aux positions successives du cercle (C) et qui completeront le systeme 
triple orthogonal. 
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tears, les surfaces trajectoires () descourbes (K.) se transforment 
dans les trajectoires orthogcmales (S') des nouvelles positions de 
ces courbes (n 760); les cercles osculateurs a ces courbes, aux 
difierents points de chaque surface (5), deviennent les cercles oscu- 
lateurs en tous les points de la surface correspondante (5'); et, 
comme Us ne cessent pas de former des systemes cycliques, il 
resulte de la reciproque enoncee plus haut que les nouvelles tra- 
jectoires (S') forment toujours une famille de Lame. Ainsi 
toutes les proprietes prece*dentes subsisteront sans modification. 
Or il existe une deformation (0) de (61) dans laqueile tous les 
cercles (C) de Fun des systemes cycliques precedents viennent se 
placer sur une rne'me sphere de rayon nul ayant son centre en un 
point determine de 1'ardte de rebroussement de la develop- 
pable (A). Les enveloppes de spheres (E 2 ), (E 3 ) relatives a ce 
systeme se reduiront toutes a cette sphere de rayon nul et coupe- 
ront, par suite, le plan de la courbe (k) sous un angle dont la 
tangente sera i. Get angle etant le meme pour tous les autres 
systemes cycliques formes de cercles osculateurs a la courbe (K), 
il resultera de la que, pour chacun de ces systemes, les cercles 
viendront se placer sur une meme sphere de rayori nul et que, 
par suite, toutes les developpables isotropes circonscrites aux 
courbes (K) auront la me'me areHe de rebroussement et viendront 
se confondre avec Tune quelconque d'entre elles. (Test la propo- 
sition qu'il s'agissait d'etablir (*). 

973. Les relations geometriques qui resultent de 1'etude pre- 
cedente nous permettent de constituer sans aucune integration 
les systemes orthogonaux dont 1'existence vient d'etre etablie des 

( l ) Les systemes orthogonaux dans lesquels une des trois series de trajectoires 
orthogonales est composee de courbes planes out &e" considerds pour la premiere 
fois par M. 0. BONNET dans un Memoire sur les surfaces orthogonales, insure* 
par extrait en i86a aux Comptes rendus, t. LIV, p. 554 et 655. La melhode 
suivie par Imminent g^ometre exigeait encore certaines integrations; mais il Ta 
compl^tee depuis en la faisant connaftre dans son enseignement, bien qu'il n'ait 
rien toit depuis 1862 sur ce sujet. En 1890-1891, M. BIANCHI a fait paraitre au 
t. XIX des Annali dl Matematica, p. 177, an Memoire inlitute : Sut sistemi^ 
tripli ortogonali che contengono una serie di superficte con un sistema di 
linee di curvatura piane, ou la determination de ces systemes orthogonaux est 
faite de la maniere la plus complete. A la m6me <poque, dans notre Cours sur 
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que Ton connait ua systeme cyclique quelconque. Etant donne, 
en effel, untel systeme, engendre paries difierentes positions d'un 
cercle (C), choisissons une position cfe ce cercle, arbitraire mais 
fixe 5 et, dans le plan de cette position particuliere, construisons, 
d'apres les r&gles donnees au n 970, une famille quelconque de 
cercles (C 7 ). Construisons, par exemple, une serie de cercles (C') 
tangents a une courbe qnelconque de ce plan. Les cercles (C') en- 
gendreront une suite simplement infinie, une famille de systemes 
cycliques.Le systeme ckerche sera, en quelque sorte, Tenveloppe 
de tous ces syslemes; c'est-a-dire que toutes les positions des 
cercles (C') qui seront dans un mme plan envelopperont la 
courbe (K) relative a ce plan et que la surface decrite par le point 
de contact de Tun .des cercles (C') et de cette courbe (K) sera 
une trajectoire orthogonale de la courbe. Les deux autres families 
du systeme orthogonal correspondront aux deux autres families 
du systeme cyclique donne. 

II est clair que cette generation dispense de tout calcul. II re- 
sultera des remarques faites plus loin que les formes les plus 
simples des courbes (K) sont, apres les cercles, les sections planes 
de la developpable isotrope du quatrieme ordre. 



les systemes triples orthogonaux, nous donnions, en m6me temps que les re*sultats 
indiques dans le texte, une autre mcthode qui repose sur la remarque, evidente 
d'apres les de'veloppements donnes plus haut, que les systemes cherches ont 
meme representation spherique qu'une infinite de systemes cycliques. Cette re- 
marque permet de les deduire des systemes cycliques par Papplication d'un 
the'oreme de Gornbescure, qui rattacbe a tout systeme orthogonal une infinite de 
systemes analogues admettant la meme representation spherique. Nous revien- 
drons sur ce sujet plus Join, au Chapitre XII. 



LITRE VIII. CHAP. VIII. REPRESENTATION SPHERIQUE. 169 



CHAPITRE VIII. 

REPRESENTATION SPH^RIQUE. SOLUTION COMPLETE DU PB.OJ3LE3IE. 

Emploi des coordonnees tangentielles a, Jj, 5. Reduction du probleme de la 
representation spherique a 1'integraiion d'une equation aux derivees partielles 
du second ordre dont les invariants sont egaux. Les caracteristiques de 
cette equation sont les hgnes de courbure de la surface. Rapproche- 
ment entre les deux surfaces qui conduisent a la meme equation du second 
ordre, 1'une pour Ic probleme de la deformation infmiment petite, I'autre 
pour le probleme de la representation spherique. On retrouve la transfor- 
mation de contact de M. Lie. Notions generates sur une classe etendue de 
transformations de contact. Application a celle de M. Lie. Recherche des 
surfaces pour lesquelles on sait resocdre le probleme de la representation 
sphe'rique. On demonlre que, lorsqu'on sait resoudre ce probleme pour une 
surface (S), on peut le resoudre, a 1'aide d'une simple quadrature, pour toutes 
les surfaces inverses des surfaces (S ; ) admettant meme representation sphe- 
rique que (S). Ce precede, applique aux surfaces qui correspondent a liqua- 
tion -_ ~~ = o, fournit toutes les surfaces reelles pour lesquelles on. peut 

obtenir la solution complete du probleme. Demonstration analytique de ce 
resultat. Complements donnes aux deveioppements du Livre IV, Chap. VII. 



974. Pour approfondir les relations que nous avons signalees 
entre les deux probleines de la represenlation spherique et de la 
deformation infiniment petite, nous ferons connailre ici une me- 
thode analjtique, diffdrente de celle qui a ete developpee dans le 
Chapitre precedent, et par laquelle on ramene la determination 
de toutes les surfaces admeltant une representation spherique 
donne a Tintegration d'une Equation lineaire du second ordre 
dont les invariants sont egaux. 

Nous avons vu (n 165) que, si I'on prend liquation du plan 
tangent a une surface (2) sous Ja forme 



(0 ( -4- p JX -h i( a) Y + (a^ r) Z H- J = o, 

5 etant une fonction des variables a et [3, les lignes de courbure 



170 LIVRE VIII. CHAPITRE VIII. 

de la surface sont definies par Pequation differentielle 
( 2 ) dp 1 dx dc/ d$ = o, 

ou.p r et g^designent les derivees de Sj prises par rapport a a et a p. 
Si done on choisit comme variables independantes les para- 
metres p et p! des deux families de lignes de courbure, on aura 
necessairement 



__- -o 

^ dp dp dp Jp ~~ ' <?pi dp! dpi dpi ~~ 

En appliquant la methode du n 867,^ on pent remplacer ces 
deux relations par les deux system es 

?- <*T> 

t? d p ,., 

_ } ,*i. (5J 

---'- - A -r , "7 

dpi dpS ( dpi 

ou X 2 designe une fonction auxiliaire. Cette fonction sera evidem- 
ment connue des que la representation spherique sera donn^e, 
car alors a et [3 seront des fonctions connues de p et de p fl . Si 
done on veut determiner toutes les surfaces admettant la repre- 
sentation spherique donnee, il faudra determiner les solutions les 
plus generates p r et q f du systeme (5); puis, la fonction s'ob- 
tiendra par la quadrature 



Or, le systeme (5) est precisement de la forme que nous avons 
consideree tant de fois (n os 391, 868); et nous savons que son in- 
tegration complete se ramene a celle d'une equation a invariants 
egaux definie par la condition d'admettre comme solution parti- 

culiere soit ),, soit J-- II est done etabli que la solution da pro- 

bleme de la representation spherique se ramene, comme celle 
duprobleme de la deformation infiniment petite, a I 9 integra- 
tion (Tune equation lineaire & invariants egaux. Seulement, 
les caract&ristiques de cette equation aux derivees partielles sont, 
dans le premier cas, les lignes de courbure et, dans le second cas, 
les lignes asymptotiques de la surface. Nous allons voir qu'en 



REPRESENTATION SPHERIQUE. 17 1 

essajant de rattacher Pune a 1'autre les deux surfaces qui coa- 
duisent, dans ces deux problemes differents, a la meme equation 
aux d^rivees parlielles, on. relrouve la transformation de contact 
deja signalee plus haut (n os 157, 168) que nous devons a M. Lie. 

97o. Determinons, en coordonnees cartesiennes, une surface 
(S) paries formules suivantes 

(7) a? = p\ y=$, 5 = J /?', 
d'ou Ton deduit 

ds = d\ p r dz y. dp' =- x dp'+ q' d$, 
on encore 

(8) dz^y.dx-'r-q 1 dy. 

Si Ton considere z comnie fonction de x et dejr, et si, suivant 
Fusage, on designe ses derivees premieres par p et q, on voit que 
Ton aura 

(9) P = *> V = 3'' 

Rapprochees des pr^c^dentes (7), ces relations condtiisent a 
1'identite 

(10) dp' dx dq' d$ dpdx clq dy^ 

d'ou il resulte que les lignes de courbure de la surface (S) 
correspondent aux lignes asymptotiques de la surface (S). 
Mais nous voyons de plus que les deux systemes (4) et (5) relatifs 
a la surface (S) se changeront dans les suivanls 






identiques, aux notations pres, a ceux qui ont te donnas an 
n 867 [p. 21]; de sorte que la solution du probleme de la defor- 
mation infiniment petite de (S) et la determination de toutes les 
surfaces admettant la m&ne representation sph6rique que (S) se 
ramnent Fint^gration d'un m6me systme lineaire de la forme 
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suivante 

du * dv du s . dv 

fi3) ^.^Xa , = _ A 2 

^ ' op tfp dpi dpi 

c'est-a-dire a Fintegration de Fequation lineaire 



6 dp dpi X d 



p 



976. II ne sera pas inutile d'indiquer ici les form ales qui per- 
mettenl de passer de la surface (S) a la surface (S). SoientX, Y, Z 
les coordonnees rectangulaires du point de (S) ; elles sont definies 
par les equations (n 163) 

/ (X -4- A') p H- (X - A' ) a ~ (a3 - i)Z + = o, 
(i5) 



Si Ton y remplace a, , <, //, ^' par leurs expressions lirees 
des formules (7) et (9), on trouvera le systeme 

(iG) ] (X-t-Y)7 Z-4-5 = o, 

( X-f-zY 4-pZ -j-gr = o, 

d'ou Ton tirerait X, Y, Z en fonction de x, y, z : p, q. Ces for- 
mules caracterisent precisement la transformation de M. Lie, et 
les deux premieres ? qui ne contiennent pas les derivees p et q de Z, 
contiennent implicitement la troisi&me, d'apr^s la theorie des 
transformations de contact. Nous allons rappeler rapidement sur 
quels principes repose la theorie de la transformation precedente ; 
et pour cela nous considererons d'une mani^re generate toutes les 
transformations de contact que Ton peut rattacher & la conside- 
ration de deux Equations de la forme suivante 



91 (ar,^, *,X, Y, Z) = o. 

Ces relations etablissent une liaison entre les coordonnees x* 
y, 5 et X, Y, Z de deux points m et M de Tespace. Si le point m 
est donn, le point M est assujetti a se trouver sur une courbe (G) ; 
et si Ton a donn le point M> le point m est assujetti k se trouver 
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snr une courbe (c). Suivant que Ton y considere #, y^ z ou X, 
Y, Z comme des constantes, les deux equations pre*cedentes re- 
presentent la coarbe (C) ou la courbe (c). 

D'apres cela, si le point m est assujetli a decrire une surface ($), 
les courbes (C) qui lui correspondent de'pendront de deux para- 
metres et engendreront une congruence qui admettra une surface 
focale (S). Faisons correspondre (S) a ($) de telle maniere qu'au 
point m de (s) corresponde Pun quelconque des points M ou la 
courbe (C) correspondante touche la surface focale (S), c'est- 
a-dire en definitive un des points focaux de (C). Nous aurons ainsi 
defini la transformation de contact que Ton peut rattacher aux 
deux equations (17); etil est aise de voir que celte definition sub- 
siste lorsqu'on echange les deux points M et m. Pour abreger, 
nous nous contenterons de donner la demonstration analylique. 

977. Supposons que le point m decrive une surface (s) et soient 
alors p et q les derivees de 2 considered comme une fonction de x 
et de y* A chaque point de ($) correspond une courbe (C) de- 
finie par les equations (17); et, pour avoir les points focaux 
de cette courbe, il faut joindre a ces deux equations les suivantes 

(n31B) 

(do 7 ' do _ dv T 
-ri- dx H - d y H - as = o, 
doc Ov dz 

cib> ^ do ^ do 

-ds = o. 



-- 
dx 



- 
dy 



qui nous donneront, en remplagant c?^par sa valeur p dx 4- qdy 
et eliminant le rapport de dy a dx, 



Cette equation, que Ton peut mettre sons la forme plus syme- 
trique 



(oo) 



_ r 4 _ *. -- TJ 

dx ~dx 



dy ~dy 

^2 ^?i 
dz dz 
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doit tre jointe aux deux precedentes (17) et permettra de deter- 
miner X, Y, Z en fonction de x, y, r, p, q. Le point M qui cor- 
respond a m sera ainsi defini. 

Mais alors differentions totalementles equations (17) et formons 
la combinaison rfo \dv K ou A designe la valeur commune des 
rapports (19). En tenant compte des equations 

/ ^9 cto , /doi ob t \ 

^L + p ^ . A -J 4- p -ii ) = o, 
\ dx r dz \dx ^ fc ] 



qui dtSfinissenl cette variable auxiliaire A, on aura identiquement 



on, en designant par P el Q les derivees de Z consideree cornme 
fonction de X et de Y et remplacant rfZ par P rfX -f- Q dY 



X et Y etant des variables independanles comme x^ y^ on aura 
done 



( ? . P? ; ?> . p<*?i\ 

s~ ^z" \?x ^^^^zy^ 

( 22 ) 



Ces equations, jointes aux precedentes (17) et (21), permettront 
de determiner Tun des deux groupes de variables #, y f z, p, q 
ou X, Yj Z, P, Q en fonction de Pautre. Comme elles se com- 
posent de la mme maniere avec ces deux groupes de variables, 
la reciprocity que nous avions signalee se trouve ainsi etablie. 

978. Appliquons ces notions generales, que nous nous conlen- 
lons de signaler a grands traits, au cas particulier des deux 
Equations 
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Ici la ligne (C) est toujours une droite isotrope. La ligne (c) 
qui correspond au point M(X, Y, Z) est une cerlaine droite 
appartenant a un coraplexe lineaire H que 1'on definit comme il 
suit : 

Si Ton adopte les definitions du n 139, la droite lieu du point 
(x, y^ s), definie par les formules precedentes, aura ses six coor- 
donnees definies a un facteur pres par les relations 



U4) 



C == X t\, 

C'= X i\, 



et, par suite, elle appartient necessaireinent au complete H defini 
par Tequation 

('23) <7-r-a'=0. 

II faudra joindre aux deux equations (a3) les suivantes 



(26) 



X 



X = o, 
XZ = o, 



d'ou Ton deduit les deux systSmes 



(28) 



z = : 



i-i-py 



X-UJY=: 



i+py 



X-T= 



P^JL^iL, 

o = l (y ~P^ 



y- 



l>-hiQ 

5 = Z 

P-y 



P = 



Zv ,'v 
A I I, 



qai sont r^solus respectivement par rapport aux deux groupes de 
variables. 

On voit que, si a un point m correspond un seul point M, au 
contraire a un point M correspondent deux points m. Cela etait 
evident a priori par la Gomtrie. En effet, lorsque le point m 
decrit une surface (S), la droite qui lui correspond engendre une 
congruence; mais, comme cette droite est isotrope, elle a un seul 
point focal a distance finie. Cest cet unique point focal qui corres- 
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pond an point m. Au contraire, si M decrit une surface (S), la 
droite qui lui correspond engendre une congruence dans laquelle 
elle admet deux points focaux. Les deux nappes focales ainsi ob- 
tenuesj qui, Tune et 1'aulre, correspondent a (S), sont polaires re- 
eiproques par rapport au compiexe lineaire auquel appartiennent 
loutes les droites (c). 

979. Ce n'est pas ici le lieu d'etudier, avec Lout le soin qu'elle 
mrile : Fimportante transformation de M. Lie. Nous nous con- 
tenterons d'en indiquer settlement certaines proprietes, dont nous 
aurons a faire usage-, et, en premier lieu, nous demon trerons la 
plus imporlante de toutes pour les applications : A une droita 
de Uespace (m) la transformation fait correspondre une 
sphere de Vespace (M). 

On pent etablir cette proposition par les considerations g-fome- 
triques suivanles, qui en font bien comprendre Porigine. 

Soil (d) la droite donnee dans Pespace (m) et soit (rf,) sa po- 
laire reciproque par rapport au complete H. Toutes les droites 
qui renconlrent (d) et (d { ] appartiennent, comme on sait, a ce 
eorapiexe. Aux differents points de (d) et de (d { ) correspondent des 
droites isotropes dans Pespace (M) ; de plus, les droites isotropes 
qui correspondent a un point 772 de (d) et a un point m { de (d<) 
se coupent necessairement au point de Pespace (M) qui corres- 
pond a la droite mm l du compiexe H. II est ainsi ^tabli que les 
droites isotropes correspondantes, soit aux points de (rf), soit aux 
points de (d^ engendrent une meme surface qui, etant double- 
ment reglee, ne pourra etre qu'une sphere. 

Si la droite (d) appartient au compiexe H, elle se confond 
avec (d\) et ? par suite, les deux systemes de generatrices recti- 
lignes de la sphere se confondent. La sphere precedente se reduit 
a un point. Ce point est celui qui, dans Pespace (M), correspond 
a la droite (d): 

Le lecleur veriifiera lous ces r^sultats par le calcul, en em- 
plojant les formules (28) a (29). 



D'apr&s cela, si nous connaissons dans Pespace (m) une 
congruence rectiligne, il lui corresponds, dans I'espace (M) 7 un 
sjsteme doublement infini de spheres. Aux points focaux de 
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chaque droite de la congruence correspondent les deux points ou 
chaque sphere louche son enveloppe. De sorte que, des con- 
gruences rectilignes pour lesquelles les lignes asymplotiques se 
correspondent sur les deux nappes de la surface focale, Ja trans- 
formation de M. Lie permel de deduire des families de spheres 
admettant une enveloppe a deux nappes sur lesquelles les lignes 
de courbure sont aussi des lignes correspondantes. An Livre IV, 
Chapitre XV, nous avons etudie un grand nombre de proprietes 
de ces enveloppes de spheres; et, en particulier, au n 483, nous 
avons deja indique comment la transformation de M. Lie permet 
d'en dednire des congruences rectilignes pour lesquelles les lignes 
asymptotiques se correspondent sur les deux nappes focales. 

Nous avons vu an n 481, Livre IV, Chap. XV, que, pour ob- 
tenir des enveloppes de spheres a lignes de courbure correspon- 
dantes, il faut resoudre le probleme de la representation spherique 
pour une surface donnee. Nous avons vu d'autre part (n 888) 
que, pour trouver les congruences a lignes asymptotiques corres- 
pondantes sur les deux nappes focales, il faut r6soudre, pour une 
surface, le probleme de la deformation infmirnent petite. La trans- 
formation de M. Lie nous permet d'etablir un parallelism e, un 
lien etroit et direct, entre tous ces resultats. 

981. Puisque cette transformation fait corresponds aux spheres 
de Pespace (M) des droites de 1'espace (m), toute transformation 
de 1'espace (M) qui conservera les spheres donnera, dans res- 
pace (/n), une transformation conservant les lignes droites. Con- 
siderons, en particulier, dans Tespace (M), une inversion accom- 
pagnee de ddplacement, il lui correspondra dans Fespace (m) une 
transformation homographique conservant le complete H; car les 
droites de ce complete, qui correspondent a des points de 1'es- 
pace (M), doivent ne"cessairement rester correspondantes a des 
points et, par consequent, ne cesseront pas d'appartenir au com- 
plexe H. Or, nous avons e*tabli (Chap. IV de ce Livre) que, 
lorsqu'on sait resoudre le probleme de la deformation infiniment 
petite pour une certaine surface, on sait le resoudre aussi pour les 
surfaces homograpniques. Transportant ce rgsultat a Fespace (M), 
nous voyons que : 

Si Von sait r&soudre le probleme de la representation sphe- 
D. - IV. 12 



r 
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rique pour une surface (S), on sait le resoudre aussi pour 
toutes les surfaces qui derivent de (S) par une inversion. 

Cette proposition, qui a de nombreuses applications, s'etablit 
d'ailleurs directement de la maniere la plus simple. II suffit de 
remarquer que, pour une surface (S), leproblemede la representa- 
tion spherique equivaut a la determination des systemes cycliques 
dont les cercles sont normaux a (S). finonce sous cette derniere 
forme, il devient evident que le probleme, resolu pour une sur- 
face donnee, Test par cela meme pour toutes les surfaces inverses 
a Paide d'une simple quadrature (n 950). 

982. Puisque la solution du probleme de la representation 
spherique pour une surface (S) se ramene a Fintegration d'une 
equation lineaire a invariants egaux, il semble que toute recherche 
soit lerminee; car nous connaissons toutes les equations de ce 
genre dont Integration peut etre effectuee. Mais si Ton veut dis- 
tinguer, comme cela est n^cessaire pour les applications, entre les 
surfaces reelles et celles qui sont imaginaires, il se pr&ente une 
difficulte que nous allons examiner, d'une maniere complete, en 
terminant ce Chapitre. 

Reprenons la methode developpee aan97i. L'equation qu'il 
faudra integrer sera la suivante 



ou X est defini par Tune ou 1'autre des formules (4)* Or, pour un 
point r^el d'une surface reelle, a et |J sont des variables imaginaires 
conjugu^es. Et, par suite, \ sera une imaginaire de module 
egal a i. Nous sommes done conduits au probleme d'Analyse 
suivant : 

Par mi les equations de la forme 

<> TO-* 

determiner celles qui admettent une solution de module i et 
quipeuvent, en outre, 6tre integrees* 

Consid&rons, par exemple, liquation la plus simple de la forme 
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precedente 

TO- 

Si Pon y substitue 

= e/, 

elle se decomposera dans les deux suivantes 

d 2 o> __ dto dto __ 

"" ' dp dpi ~~ ' 



qui donnent Tune ou Pautre des trois solutions suivanles 



designant une constante, / et /i des fonctions reelles. Le re- 
sultat est tres simple; mais, pour les autres equations integrables 
de la forme (3 1), il ne parait pas se presenter aussi rapidemeni. 

983. Avant de continuer, voyons quelles sont les surfaces qui 
correspondent aux valeurs precedentes de X. Soil d'abord 

(33) X = e/. 

Les Equations (4)? qui definissent la representation splierique, 
deviennent ici 



En faisant tourner autour de Paxe des xj, on pourra reduire a zero 
la constante a\ ce qui donnera 



dp 
On a done 



Si x^ y> z d^signentles coordonn6es du point de la representation 
spherique, on a x 

, M) *? i5?=P= 
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de sorle que les equations precedentes deviennent 
(35) 2.=o(p) 






La representation spherique se compose de deux families de 
cercles orthogonaux. Tous les cercles d'une mme famille se 
touchent mutuellement au point 

# = r = o, ==!. 
On a ici 



et Ton -retrouve les surfaces a lignes de courbure planes dans les 
deux syslemes, considerees au n 104 et definies par les equa- 
tions (12) [I ? p. i3i]. 

Si l j on prend maintenant 1'une des autres solutions 



on pourra toujourSj en echangeant, s'il est necessaire, p et pj et 
choisissant convenablement le parametre p 7 la reduire a 



La seconde equation (4) nous donne alors par Tmtegralion 



ou 



Remplacant a et ^ par leur.s valeurs (34), nous trouvons 

jsinp = o 



Les courbes de parametres p sont done des cercles qui passent 

par le point fixe 

x = y = o, js = i . 

On obtient sur la sphere le systeme orthogonal qui est 1'inverse 
d'un sjsteme plan forme" par des courbes paralleles et par leurs 
normales communes. Les surfaces qui Tadmetteut pour represen- 
tation spheVique ont videmment leurs lignes de courbure planes 
dans un sjsteme; mais ellesne sont pas les plus generates de cette 
definition. 
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984. Apres avoir examine, parmi les equations de la forme (3i), 
la plus simple de celles que Ton sait integrer, il nous resle a re- 
soudre le probleme propose pour toutes les autres. Nous allons 
indiquer comment on peut y parvenir. Void d'abord la tradnction 
geome'trique des operations analyliques que nous aurons a exe- 
cuter. 

Soil une surface (5) pour laquelle on sait resoudre le probleme 
Je la representation spherique et designons par (S') la surface la 
plus generate, dependante de deux fonctions arbitrages, admettant 
meme representation spherique que (S). Le probleme de la repre- 
sentation spherique est le meme pour (S ; ) et pour (2). Done on 
saura le resoudre pour (S') et, par suite aussi, d'apres une propo- 
sition indiquee plus haut, pour la surface (2?') qui est I'inverse 
de (S 7 ). Re'petant sur cette nouvelle surface (2 v )les memes opera- 
tions que sur (S), on pourra introduire deux nouvelles fonciions 
arbitraires et poursuivre indefiniment 1'application de la methode. 
Toutes les operations indiquees potirront etre effectuees dans 
Fespace reel et donneront alors des surfaces reelles si la premiere 
estreelle. II reste seulement a^tablir que celte suite d'operations, 
appliquee, par exemple, aux surfaces qui correspondent a Tequa- 
tion (82), nous fournira toutes les solutions reelles du probleme 
de la representation spherique. En tenant comple des formules 
qui definissent Tinversion dans le systeme de coordonnees tan- 
g-entielles (a, {3, ) ( f ), le lecteur reconnaitra ais^ment que les 
considerations analytiques developpees dans les numeros suivants 
se rattachent directement aux constructions g6ometriques que 
nous venons d'indiquer. 

98o. Soil 



une Equation lin^aire du second ordre donn6e; nous supposerons 
que les variables independantes x ety soient reelles et que Fe- 



() Ces formules se d^duiseat tres simplement de celles qui out e"te donates 
au n 174 et se rapportent ^ un systSme de coordonnees Idgerement different. 
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quation admette une solution particuliere 
(38) w = ^6, 

de module egal a 1'unite. Nous allons montrer d'abord comment 
on peut deduire de cette equation im nombre illimite d'equations 
de meme forme, admettant comme elleune solution imaginaire de 
module egal a 1'unite. 

An n 390, ou nous avons etabli le theoreme de M. Moutard, 
nous avons vu que ? si x designe tine solution de I'equalion (3~) 
la fonction G-, definie par la quadrature 



Cl <>3 d&\ , / dz dw\ 
o>7 = / ( co - -- z -r- \dx ( co - -- 5 
J \ dx dx) \ ty ty I 

satisfait a Tequation 



oil designe le symbole ddfini au mme n 390. Comnie I'equa- 
tion proposee (87) peut s'ecrire 

(40 5f5) = 5(), 

on voit que les deux equations (3;) et (4o) se deduisent Tune de 
I'autre par le changement de i en i ; par suite, elles admettront 
la premiere la solution o- , la seconde Ja solution r ? ^o e t ^o de- 
signant les imaginaires conjuguees de 5 et de a-. Mais nous allons 
^tablir nn resultat plus precis et montrer que 1'on peut, d'une 
infinite de manieres, choisir la solution z de telle nianiere que cr 
soit gale a ^ . 

En effet, la quadrature qui definit o- peut etre remplac^e par les 
deux relations suivantes 



OS? ()sff dy 

qui nous donnent 

% 

v \ 

(43) 



*(-} 

\ to / __ i 



REPRESENTATION SPHERIQUE. l83 

par le changement de i en /, entrainant celui de co en Nous 
aurons done 

(44) u<3 

de sorte que la formule (89), qui subsistait quand on y rem- 
plagait s, cr, co par <r, ? ~? demeurera encore valable lorsque, sans 

changer to, on y remplacera s, o- respectivement par <7 , . En 
ajoutant et en retranchant successivement les deux equations (89) 
et (44) on pent done conclure que, si Ton emploie au lieu de z 
1'une ou 1'autre des deux solutions suivantes 

de Tequation (87), la quadrature (89) nous fournira au lieu de o* 
les deux solutions correspondantes 

(46) a soi *"(* * ) 

de 1'equation (4)? solutions qui sont } dans les deux cas, imagi- 
naires conjugudes de celles d'ou on les a deduites. Comrae on ne 
peut pas avoir en m6me temps 

Z -+- ffQ = O, JS OQ = O, 

on voit que, dans 1'un au moiris des deux systemes de solutions 
ainsi obtenus, les valeurs de z et de cr ne seront pas nulles, ce qui 
demontre la proposition enoncee. 

986. Gela posd, employons non plus la solution o>, mais la so- 
lution 5, pour passer, suivant la methode de M. Moutard, de 
liquation propos^e (87) a une autre equation 

(47) 

que Ton saura int^grer en m6me temps que la premiere. D'apr^s 
les relations (4^)? on verra facilement que Ton a 



et par consequent liquation pr6c6dente (47) admeltra la solution 



184 LIVRE VIII. CHAPITRE VIII. 

particuliere 

(49) Z=rtO*, 

qui, elle aussi, est de module egal a Punne totites les fois que 
ff est Pimaginaire conjuguee de z. 

987. Ainsi, il y a une infinite de solutions de liquation (87) 
dont Pemploi permet de passer a de nonvelles equations conservant 
la propriete d'admettre des solutions imaginaires de module egal 
a Punite. II nous reste a demontrer que ]a methode precedente 
pourra fournir effeclivement et eompletement -Pensemble des 
equations qui admettent de telles solutions* Pour etahlir ce re- 
sultat, nousremarquerons tout d'abord que, appliquee a une equa- 
tion pour laquelle la suite de Laplace est limitee, la methode em- 
ploy^e donnera generalement des equations pour lesquelles le rang 
de la solution (n 335) s'elevera de plus en plus. 

Prenons, en effet, comme solution de passage la comLinaison 
suivante 



(z OT O ) 
des deux solutions (43), a designant une constante. Pour 



on a 



et comrae z est la solution la plus generale de liquation 
Femploi de la solution 25 permetlra certainement de passer a une 
equation de rang superieur. Puisquelerang s'eleve par 1'emploi de 
la solution de passage ^, pour la valeur particuliere i de #, il ne 
pourra rester le m6me ? on s'abaisser ? que pour certaines valeurspar- 
liculi&res de a] et, par suite, la solution definie par Tequation (DO) 
fouTnu^pour une infinite de valeurs reelles de a, une equation 
nouvelle 



ay ant une solution g&uJrale de rang superieur. Si Pon pose 
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cetLe equation adraettra evidemment la solution imaginaire ^- 
de module egal a l'unJt. 

Si nous pouvons elablir maintenant que I'on peut toujours, en 
choisissant convenablement s 9 non plus clever, mais abaisser le 
rang de la solution, nous aurons montr par cela m6me que toutes 
les Equations ctterchees derivent, par voie de recurrence, de celle 
que nous avons etudtee au n 982. Mais, pour mettre hors de doute 
ce point essentiel, nous avons a rappeler et a compleler diverses 
notions donnSes au Livre IVet plus particulieremenl au Chap. VII 
de ce Livre. 



3. Nous commencerons par la remarque suivante : 
Soit(E) une equation lineaire du second ordre pour laquelle la 
suite de Laplace se termine dans les deux sens, du cote positif a 
Pequalion (Ej), du cote ngatif a Tequation (_;). Nous avons vu 
que son integrate g&ierale peut se mettre sous la forme suivante 

X X' ... X<" Y Y ... Y'/) j 

(52) - = N ** *' '" X ^ yi yi '" ^ I, 
t 

STm X'M . . Scty V n V f V ( J^ I 

//* ** / " tti j m j m if m 



OTJ Ton a jn = *-f./ + i f od X, Y ddsignent des fonctions arbi- 
traires, dependant respectivement de x et de y seulement. N est 
une fonction dtermine quelconque, les x& dependent de x et 
les^KA dey seulement; de plus les Xk sont des fonctions lineaire- 
ment ind^pendantes ainsi que les j#. Aux n os 341, 342, nous 
avons indique quelques proprtet^s des expressions de la forme 
generate (5a) qui s'annulent quand onremplace le couple (X, Y) 
par le couple (x^ JKA)- Nous ajouterons Jci la remarque suivante. 
Supposons que Ton ait trouvd pour la mime Equation (E) deux 
formes distinctes de 1'iat^grale, la premiere 

(53) ^ 

la seconde 

(54) ^ = 
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on passera de 1'une a 1'autre par ime substitution de la forme 

[ X = AX,} 4- X i &i -i- . . . -f- X ffi x m . 



ou A est une fonction de x, B une fonction de y et 5 H , L>, . . . , \ m 
des consiantes quelconques. 

Pour le demontrer nous remarquerons que, si Ton passe de li- 
quation (E) a celle (E/), qut termine la suite de Laplace du c6te 
positif, la premiere forme de Pmtegrale donnera pour liqua- 
tion (E/) une integrale 

zi = HX -r KY -r K : Y f -H . . . -t- K m -i Y^-i' 
et la seconde forme de Pintegrale donnera de meme 
5, = LX -T- RY -h Ri Y' -r- . . . 4- R,-i Y^-^. 

figalant ces expressions differentes de zi et rempla^ant y par une 
valeur conslante quelconque, on aura 



A et AI dependant de # seulement. 

En considerant de meme Tequation (E^y), on demontrera que 

Ton a 

Y = BY H-B,, 

B el B 4 etant des fonctions de y. 

Si done, pour abreger, on pose conformement a une notation 
deja employee (n os 368 et 394} 

(56) i 



on devra avoir, en substituant les valeurs de X, Y et egalant les 
deux expressions de z 



et cela pour toutes les expressions possibles des fonctions arbi- 
traires X , Y . Si Ton donne successivement des valeurs nulles a 
ces deux fonctions liquation pr^cedente se d^composera dans les 
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trois suivantes 



/(AX )=/o(X ), 



Les deux dernieres determineront les symboles/o, o* Quant a la 
premiere, d'apres le Tesultai demontre au n" 342, elle rnontre 
que A i? Bj sontdes combinaisonsline'aires a coefficients constants 



des fonctions x^yh- La proposition enoncee se trouve ainsi de- 
montree. 

Si Ton effectue, dans Te^pression (5a) de ^, la substitution de- 
finie par les forniules(55), elleconserverasa forme generale, nous 
Tavons deja demontre (n 341); et il est clair que les nouveaux 
couples avec lesquels elle est formee (j?J, y\) se deduiront des 
anciens (%h,yk) par la substitution 

(58) *i=T' rt=%> 

de telle sorte que, si 1'on a, dans les deux formes de Pintegrale 
# = .r, la fonction A se reduira necessairement a une constante 
et Ton aura 



(5 9 ) 

Nous ferons plus loin usage de cette remarque. 

989. Revenons maintenant aux equations 4 invariants e'gauxel 
rappelons la mettode donnee au Livre IV, Chapitre VII (n 394). 
Nous avons vu que, si Tinte'grale g6n^rale de liquation (87) est 
donnee par la formule 

(60) *=/i(X)-K/UY), 

ou nous conservons toutes les notations adoptees au n 394, et 
si 1'on emploie la solution co ayant pour expression 

(61) * 
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la fonction 7 definie par la quadrature (3g) est determinee par la 
formule 



(62) 



Aux proprietes que nous avons etablies, nous allons ajouter 
quelques relations nouvelles. D'apres la formule (3g), cos- doit se 
reduire a une constante lorsqu'on fait z = CD, c'est-a-dire 



Le second membre de 1'equation (62) de\Ta done se reduire a 
zero pour une determination convenable des deux integrales tant 
que ces integrales ne disparaitront pas toutes les deux. En egalant 
a zero les parties qui subsistent lorsqu'on annule separement Y 
ou X, on obtient les deux' formules deja connues (n 396) 






II reste alors la suivante qui est nouvelle 



Si, dans la premiere des formules (63), on remplace X par 
X + XX, , X designant nne constante, on trouvera, en egalant les 
coefficients de \ dans les deux membres, la relation suivante 



(65) 



Remplagons X t par xg, en nous rappelant que Ton a (n 396) 
= o, fi(x t ) -h/ 2 (/) = o. 
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II yiendra 



(67) 



En tenant conipte des identites (64) et (66), on pent ecrire 



Nous prendrons, par suite, 
(69) 

et de mme 
(70) 



de sorte que ces deux dernieres formnles, jointes aux deux pre- 
cedentes (63), delerminerontla valeur p?*eci$e que nous attribue- 
rons toujours aux integrales 



lorsque nous les rencontrerons dans la suite du raisonnernent. 

990. Cela pos, restons encore dans les gneralites et suppo- 
sons que les fonctions cp { (X 4 ), pa(Y 4 ) soient differentes dezero. 
L'expression de a- s'annulera quand on remplacera 



respectivement par le couple (i , i) et par les suivants 
! cp 2 (Y,) rfjr , a?/ ?1 (X 



L'int6grale <r sera de rang superieur a z et nous retrouvons le re- 
sultat d^ja indiqu^ au n 396 } en indiquant seulement ici d'tme 
mani^re plus precise comment il faut determiner les quadratures 



Supposons maintenant que la solution CD soit telie que Ton ait, 
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par exemple 



Alors il viendrapour X ( une combinaison Kneaire a coefficients 
constants 



de x { , x^ - . . , #m, et comme on peut, sans changer a), retrancber 
de X { cette combinaison lineaire, a la condition de retrancber 
>Mji + + ^mym de Yi , on pourra supposer 

X I= =o. 

Alors, si Ton pose 



Texpression de or s'annulera quand on j remplacera le couple 
(X, Y ) des fonctions arbitrages par les suivants 

[*/,/ ft ?2( Y,) rf/j, [o, ^Yi ?1 (Y!) <r]- 

Mais comme le premier element du dernier couple est nul, 
Tanalyse developpee au n 3il permetlra, en substituant a Y la 
fonction 



de rWuire cette expression de o- a une forme nouvelle admettanl 
seulement les couples suivants 



*/ 



qui sont en mme nombre que ceux de z et, en outre, composes 
du meme premier element. Done, si Ton determine le rang 
d'une Equation d*apr^s celui de sa solution gn6rale, liquation a 
laquelle satisfail a- est de m&ne rang que la proposee (87). 

991. Supposons enfin que la solution co soil telle qae Ton ait a 
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la fois 



(70 c ?1 (X 1 )=o, 

on pourra encore supposer que Ton ait 

(70 Xi = o. 

Mais, de pins, Y, sera une solution de la seconde equation ( ji) 
que Pon pourra prendre pour repr^senterle second element^ du 
premier couple. Faisons done 



L' expression de 3- sera debarrassee de toutsigne de quadrature. 
Si 1'on pose 



( 7 3) 



/* sera une cons tan te en vertu de la formule (70). 
Pour X = #/, Y = JK/J on trouve 



Pour X o, Y = ji, on a 



cr s'annulera done quand on y remplacera le couple (X, Y) par les 
suivants 



quisont en meme n ombre que ceux de 5 et, ici encore, composes 
du mme premier element. 

Si <7^ { etait mil, le i-esultat pr^c^dent n'aurait axicun sens, mais 
nous avons vu (n 396) que, dans ce cas, <r est Fint^grale g(5nerale 
d'une equation de rang infrieur. 

992. Nous venons de computer notre theorie du Livre IV, 
Chap. VII, relative au passage d'une Equation a une autre par 
Temploi du thoreme de M. Moutard. Appliquons les resultats 
obtenus au cas special oil co est une solution imaginaire de module 
egal Tunit6. Alors, cornme <r satisfait a liquation imaginaire con- 
juguee de la propos^e, il faudra que o- soit de mime rang que z^ 
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et, par suite, que to satisfasse au moins a Tune des conditions 



Supposons done 

Xi = o, 

Si Ton a de plus 

c ?2 (Y 1 ) = o, 

on pent affirmer que la constante a { { ne sera pas nulle, sans quoi o- 
serait de rang inferieur a , ce qui est impossible. Done, dans tous 
les cas, les couples dee auront les memes premiers elements KH 
que les couples de z. 

Dans la solution ainsi trouvee pour cr changeons z en z'; nous 
trouverons evideminentia solution generale de Pequation en z\ et, 
d'autre part, les premiers elements XH de ehaque couple seront 
remplaces par leurs conjugues x\. Done la solution generale de 
Fequation en 5 pent Stre mise sous une forme dans laquelle les 
premiers elements des differents couples sont les #J. 

Considerons les deux equations differ en tielles auxquelles satis- 
ibnt, d'unepart, lesfonctions^A et, d'autre part, lesfonctions #j[. 
11 suit de la remarque que nous venous de faire et de la th^orie 
developpee plus haut (n 988) que Ton obiiendra les differenles 
solutions de la seconde en multipliant celles de la premiere par 
uae certaine fonction o (x}. Done, si Xh est une solution de la pre- 
miere, $k(x) sera une solution de la seconde. D'autre part, les 
solutions particulieres des deux equations etant deux a deux ima- 
ginaires conjuguees, la conjuguee ^fo(^) d e ^A(J?) [?o(#) 
etant la fonclion conjuguee de o (j:)] sera une nouvelle solution 
de la premiere et enfin ^fo(^) 'f(^) sera une nouvelle solution 
de la seconde. On peut conclure de la que ? tant donnee une solu- 
tion quelconque de Tune des deux equations lineaires, on en 
trouvera une nouvelle en la multipliant par la fonction, reelle et 

positive, 

8() = e() ?(*). 

Cela exige evidemment que 6(#) soit une constante. II sera 
permis de la prendre ^gale a Tunite, et Ton aura, par consequent, 



f(x) etant une fonction reelle de x* 
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La premiere equation lineaire admet done, en me*me temps que 
la solution x^ la suivante 



Or si, dans Pexpression generale de 5, on remplace la fonction 
arbilraire X de x par Xe"*/^, toutes les solutions Xk de la pre- 
miere equation lineaire seront multipliees par e*'/^; de sorte que 
cette premiere equation admettra maintenant, en me"me temps, les 
deux solutions 



qui sent imaginaires conjuguees Vune de Vautre. On pent 
evidemment remplacer ces deux solutions imaginaires par les 
deux solutions reelles formees de la partie reelle et de la partie 
imaginaire de 1'une d'elles. Et Ton voit ainsi que Ton peut ramener 
la solution generale z de 1'equation aux derivees partielles a une 
forme pour laquelle les premiers elements Xh de chaque couple 
so nt tons reels. 

993. Ce resultat essentiel etant etabli, adoptons pour z la forme 
dont nous venons de demontrer Texislence et bornons-nous a 
considerer les solutions z 1 pour lesquelles on a 

(74) Y = o, ^ r = /i(X), 

X etant une fonction arbitraire reelle. Alors, comme on a 



pour la solution w, la formule (62) est debarrassee de tout signe 
de quadrature et nous donne pour a- une expression de la forme 



qui renferme, jusqu'au m^me ordre que dans^, les ddrivees de la 
fonction arbitraire X. Si 1'on y change i en i 9 on aura 



et, d'apres la proposition etablie plus haul, a la fin du n 988, on 
pourra ^crire 



D. IV. i3 



jg4 LIVRE VIII. ~ CHAPITRE VIII. 

a etant une constante. De la, on deduit 



etantla conslante conjuguee de a. 
Gela pose, liquation 



admettra, d'apres ce que nous avons vu } la solution -j- ou, en sup- 
primant le facteur constant # , la solution ^ qui est encore de 

module egal a r, comme co. 

D'autre part, en prenant pour X, dans la formule (74), une solu- 
tion particuliere reelle de Inequation lineaire 

? i(X) = o, 

qui annule Fmtegrale quadratique de cette Equation lineaire, ce 
qui est toujours possible (n os 374et396), puisque toutes les solu- 
tions particulieres Xh de cette Equation sont reelles et lineairement 
independantes, on sera assure de passer, par Fintermediaire de s', 
a une equation aux deYivees partielles de rang inferieur a la pro- 
posee. Ainsi se trouve completee notre d6monstration : toutes les 
equations admetlant des solutions de module ^gal a 1'unite peuvent 
se deduire par recurrence de celle que nous avons consideree 
au n 982. 

994. II ne sera pas inutile d'indiquer au moins une applica- 
tion de la melhode de recurrence que nous venons d'etudier, 
Prenons, comme point de depart, liquation 



et la solution, de module egal a i, 

(76) '=", 

de cette equation. Soil z? une autre solution quelconque et of la 
fonction definie par la quadrature 

i < C! ***' i*'\j / 'M ,d<'\ s 

(77 ) a =J ^ - -^ _ J dx-( ^ -^J dy. 
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Dans le cas special que nous considerons, v f satisfera encore 
liquation (70). II faut tout d'abord mettre z 1 sous une forme 
telle que a* soit sa conjuguee. Pour cela, il n'y a qu'a appliquer la 
methode generale donnee plus haut(n 985} etl'onreconnaitainsi 
qu'il faut prendre sf sous la forme 



(78) 

ou X, Y designent des fonctions reelles de x et de y respective- 
ment. On peut prendre alors 

(79) c' = x'-;x-nr, 

et Ton peut passer a une equation de rang superieur. 

L'emploi de la solution z 1 conduit a Pequalion de second rang 

/ON Sfc/ x 

(80) *(*) 

qui admet la solution particulire de module egal a I'uni 



et dont 1'integrale generale sera definie (n 395) par la formule 



Y' 



ou X , Y designent deux nouvelles fonctions arbitrages Aex et 
dejK- & solution co correspond aux determinations suivantes de 
ces fonctions 

(83) X = XV*, Y =o. 

Pour pouvoir continuer, il faut mettre ces fonctions X , Y 
sous une forme telle que la fonction G-, definie par la quadrature 

/rv/v 

(84) W(r 

soit la conjugate de z* Pour cela, il faut calculer d'abord <j. En 
vue des applications ulte'rieures, nous indiquerons meme com- 
ment on calculerait la fonction 9 definie par la quadrature 
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3' etant, comme -, tine solution de liquation (80) correspondante 
airs determinations X,, Y, de X et de Y , 



(86) 



, 

XV eX H- i Y X"-h iX f Y' " 



II n'y a ici qu'a appliquer sans modification la methode indi- 
quee au n 394. Posons 



(87) 
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- / , 

/,()= ' 



.u 



x'"-f-tX" 



2 - r i v 
X-TTY + ' Y^ J " ~ v ' 



on aura 

(88) ==j 

(89) Si (:)=- 

et Ton troavera 



Y 



$ sera la solution generale de liquation 

(90 



et Ton y fera disparaitre les quadratures par les changements de 
notation si souvent indiques. 

Supposons que z 1 se reduise It to et, poar cela, rempla^ons X<, 
Yj, paries determinations (83) donnees plus haut. Nous aurons 



REPRESENTATION SPHERIQUE* IQ7 

alors 



6 sera alors egal a <r, ce qui donnera 

2X0 <Hogo> 




II faut maintenant choisir X , Y de telle maniere qua o- soit la 
conjuguee de-s; c'estleresultatqueronobtiendraenprenantpour 
Y une fonction reelle de y, el en substituant a la place de X 
Fexpression 



, _ . 

(94 j A = Ag -' 7 2? 



ou X 2 est une fonction arbitraire reelle de x. 

Alors Femploi de la solution G permettra de passer a 1'equation 
de troisieme rang 

(95) 

qui admettra encore une solution de module egal a 1'unite. 

II est essentiel de remarquer que, conform&nent a la proposi- 
tion da n 394, on peut faire disparattre, par un choix convenable 
des fonctions arbitraires, tout signe de quadrature dans la suite 
des calculs. 

Pour obtenir toutes les Equations de second et de troisifeme rang T 
admettant des solutions de module egal a Tunit^ il ffudrait 
encore employer les solutions 



de liquation (75). Mais ces solutions se d&luisent de celle que 
nous avons choisie, soit par un changement de notation, soit par 
le passage a la limite. 
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CHAPITRE IX. 

SU&FACES A LIGNES DE COURBTJR.E PLANES. 

Premiere application des methodes precedentes. Rappel des formules propres a 
determiner les surfaces admettant une representation spherique donne"e. 
Recherche des surfaces a lignes de courbure planes dans UD systeme. Elles 
correspondent toutes a des equations a invariants e*gaux pour lesquelles la so- 
lution est de premier ou de second rang, Methode de recherche directe : 
the*oreme general qui permet de les determiner tres simplement au moyen de 
trois developpables dont Tune (A) est isotrope et les deux autres (D), (D t ) 
applicables Tune sur 1'autre avec correspondance des generatrices rectilignes. 
On d&luit de cette proposition que, si une ligne de courbure plane est un 
cercle, toutes les autres sont des cercles, que si une d'elles est algebrique, toutes 
les autres le sont aussi, etc. Mise en ceuvre de la generation precedente. 
Calculs et constructions gdometriques propres a determiner la surface reelle la 
plus generale a lignes de courbure planes, sans aucun signe de quadrature. 



99o. Avant de passer aux applications desresultats analytiques 
obtenus an Chapitre precedent, rappelons en quelques mots les 
resultats obtenus. Pour ne pas multiplier les changemenls de no- 
tation, supposons que #, y soient les parametres des lignes de 
courbure et jouent le r61e des variables p, p, du n 974. Les sur- 
faces qu'on peut rattacher a une mnie equation 





pour laquelle on a resolu les problemes analytiques pr^c^dents, 
pourront ^tre d^finies de la maniere suivante. Si Ton d^signe 
par z, z' deux solutions quelconques de 1'equation, mises sous la 
forme pour laquelle les fonctions imaginaires conjugudes or, </ 
sont de"finies par les quadratures 
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co etant toujours la solution de module egal a Punile, on pourra 
prendre, en rapportant la surface au systeme de coordonnees tan- 
gentielles a, fj, , 

Ces deux formules definiront la representation spherique des 
lignes de courbure. Puis on fera de m6me 

/ / . / r ** 



Les variables a et jj <tant imaginaires conjuguees ainsi que // 
et t/^ on pourra obtenir une infinite de determinations reelles de ? 
et la surface sera 1'enveloppe du plan defini par Tequation 

(6) ( a+ p)X + i(P~ )YH-(a?-i)ZH-5 = o, 

ou tout est connu et d'oii Ton peut faire disparaitre tout signe de 
quadrature. Rappelons les relations 






= O) -r- j V" 

(Jar dor 



tout a fait equivalentes aux formules (2). 

996. Nous avons deja reconnu (n 983) qne Fequation la plus 
simple de la forme (i) correspond & des surfaces a lignes de cour- 
bure planes particuli&res, caracteris^es parcette propriety que les 
cercles qui servent de representation spherique aux lignes de 
courbure planes passent tous par un point fixe. Proposons-nous 
maintenant de d&fmir les surfaces a lignes de courbure planes les 
plus gn6rales. Nous allons voir qu'elles correspondent toutes a 
des Equations pour lesquelles la solution est de premier ou de 



D^signons par x le param^tre des lignes de courbure planes de 
la surface. En tous les points d'une de ces lignes, le plan tangent 
devra faire un angle constant avec le plan de la ligne, c'est-a-dire 
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avec une droite dontles parametres directears dependront unique- 
men I de x. En exprimant cette condition, on sera conduit a une 
equation de la forme 

tfo(a-*-p)H-*#iO )-*-**(*? i) = ar 8 (*? + i), 

#0, # 4 , tfo, #3 designant des fonctions de x. Au reste, cette equa- 
tion exprime que la representation spherique de la ligne de cour- 
bure est un cercle. En ehangeant les notations et remarqnant que 
#3 # 2 Be saurait etre nulle quand les axes soat quelconques, on 
lui donnera la forme plus simple 

(8) ( a -^o)(?~-^) = ^, 



x^ # i? ^ 2 etant toujours des fonctions de x\ quand la surface 
sera reelle, les deux premieres seront conjuguees et la troisieme 
reelle. 
DifferentioDs cette Equation par rapport a j'. En tenant compte 

de la seconde formule (7) et remarquant que 2L n e pent 6tre nulle, 
nous aurons 



(a 
et dela, on deduit, x$ n'etant jusqu'ici definie que par son carre, 



La premiere de ces equations peut s'ecrire 



nous sommes ainsi conduit a exprimer que Fequation (i) admet 
denx solutions s ; , CD reliees par la relation prec^dente. 

A cet effet, substituons dans cette equation (i) la valeur pr^c^- 
dente de s r . En tenant compte de ce que (o est deja solution de 
Fequation, ce qui donne 



il vient 

<) 
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Portons la valenr de ~ dans le premier membre de la relation 



precedente, il viendra 

on, en excluant Fhypothese k = o, deja examinee (n 983), 



, d f/c.2 

A' tO = -r~ ^ , 

dx \ x' Q 



II n'j a plus qu'a substituer cette valear de to dans la for- 
mule (12) pour obtenirla condition 

d-4) 

a laquelle doit satisfaire A". Cette condition exprime evidemment 
(n 330) que Tequation correspondanle doit elre de second rang. 

997. Nous avons vu (n 389) que la valeur la plus generale de A* 
est la suivante 



de sorte que, en remplagant -4 par X 3 ,la valeur de co va devenir 



Cette valeur devant avoir un module 6gal a i, il faudra que 
Ton ait 

/x; 2 X' S 

- 



X 2 , Yo, X 4 etant les fonctions conjuguees de X I? Yjj X 3 respec- 
livement. 

En donnant a x une valeur quelconque, on reconnait immedia- 
tement que les fonctions Y 2 , Y! sont en relation homographique. 
On pourra donner a cette relation homograplnque la forme 
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si Ton remarque que 1'expression (i5) de k ne change pas (n 24) 
lorsqu'on soumet X f? Yj a une mme substitution lineaire a coef- 
ficients constants. Ainsi Ton peut supposer que Yj soit une f one- 
tion reelle. 

Mais alors il faut evidemment choisir pour co 1'expression de- 
finie par Fequation (Si) du Chapitre precedent; et Ton aura, en 
appliquant les resultats analytiqties du n 994 et supposant, ce 
qui est evidemment permis, Y reduit a y par un ehangement de 
notations, 



Pour ecrire d'une maniere rapide les valeurs de a, p, p r , q 1 , Jn- 
troduisons les notations 




et designons de m^me par i,, i 2 les sjmboles obtenus 'en chan- 
geant / en /. On aura, X< etant une fonction reelle, 

(19) wa^^Xi), J^^iCX,), 
puis, X 2 et Y| etant encore des fonctions reelles, 

(20) gr' ' 



Les deux premieres relations feront connaitre la representation 
spherique. II faudra ensuite calculer , qui sera definie par la for- 
mule (5) ou Ton substituera les valeurs precedentes de a, (3,y, q 1 . 
II restera encore a donner aux fonctions reelles X 2 , Y< une forme 
telle que toute quadrature disparaisse de 1'expression de . 

On voit que les surfaces k lignes de courbure planes dependent 
de quatre fonctions arbitrages X, X t , X 2 , Y 4 . Elles sont done loin 
d'etre les plus generates parmi celles qui correspondent & P^qua- 
tion du second rang et qui dependent, en realite, de cinq fonctions 
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arbitrages, a savoir : X, deux fonctions figurant dans la represen- 
tation spberique et deux autres dans les expressions de// et de qf. 

998. Sans faire 1'etude approfondie des surfaces a lignes de 
courbure planes, auxquelles M. Rouquet a consacre un Memoire 
des plus remarquables, d<ja cite [I, p. 1 14], nous ferons connaitre 
une proposition qui les concerne et qui se rattaclie directement 
aux resultats du n972. Cette proposition peul s'enoncer comme 
il suit : 

Etant donnte une surface (2) a lignes de courbure planes 
dans un systeme, soil (D) la developpable enveloppe des plans 
des lignes de courbure. Supposons qifelle se deforme de telle 
maniere que ses generatrices, demeurent reciilignes, etqiCelh 
entraine les lignes de courbure planes dans ses cliff erents 
plans tangents; il existera une transformee (D,) de (D} pour 
laquelle toutes ces' lignes de courbure viendront se placer 
sur une meme developpable isotrope (A); les lignes de seconde 
courbure venant alors coincider avec les generatrices recti- 
lignes de la developpable (A). 

Pour demontrer cette proposition, nous commencerons par 
examiner ce que devientla surface (S) lorsqu'on deforme lad^ve- 
loppable (D) de telle manure que ses generatrices demeurent 
rectilignes. Si Ton designe par la lettre (C) les lignes de pre- 
mi^re courbure, situees dans les plans tangents de (D) et par la 
lettre (Cj) les lignes de seconde courbure, il est clair que les 
tangentes aux lignes (C), aux points ou elles sont rencontrees par 
une mme courbe (d ), engendrent une developpable dont Far^te 
de rebroussement (K 4 ) est trac^e sur la d<veloppable (D); de sorte 
que cbaque courbe (C { ) est une developpante de Parite de re- 
broussement (Kj) qui lui correspond, Cetle relation entre (R,) 
et (C f ) ne se modifie nullement quand la developpable (D) se 
deforme en entrainant dans ses plans tangents les courbes (C). 
On reconnait done immediatement que, dans la nouvelle sur- 
face (S ; ) engendr^e par les positions nouvelles des courbes (C), 
surface qui correspond point par point & (S), les lignes de pre- 
mifere et de seconde courbure correspondent respectivement aux 
lignes de premiere et de seconde courbure de (). 
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M. Rouquet a fait grand usage cle la proposition que nous venons 
d'etablir et qui est due a Ribaucour ( *). Elle ne nous est pas in- 
dispensable; mais elle aidera le lecteur a mieux comprendre le 
raisonnement suivant. 

999. Soient(/-. 88) (C) une des lignes de premiere courbure 

Fig. 88. 




de (2), M un quelconque de ses points, M 7 un point infiniment 
voisia de M pris sur la ligne de seconde courbure (C<) qui passe 
en M. P la projection de W sur le plan de (C). Soil QQ 7 la ge- 
neratrice de contact da plan de (C) avec la developpable (D), 
R le point oil celte generatrice touche 1'arete de rebrousse- 
naent (R) de cette developpable; de sorte que chaque point R et, 
par suite, chaque plan tangent de (D) sera determine par Fare s 
de (R) compteapartird'uneorigine fixe prise sur (R). Le plan 
de la ligne de premiere courbure (C') qui passe en M' corres- 
pond^ par exemple, au point R/de 1'arete de rebroussement, de 
sorte que Tangle des deux plans contenant les lignes de premiere 

courbure qui passent en M et en M' sera egal a ~> ds dsignant 
Faccroissement RR f de s eti etant la torsion de (R) en R, M'P 



t 1 ) RIBAUCOUR, Sur les courbes enveloppes de cercles et sur les surfaces en- 
veloppes de spheres. (Nouvelle Cor res parlance mathematique, t. V et VI; 
1879-1880). 
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est evidemment egal a cet angle multiplie par la distance de Fun 
des points M on P a la droite d 'intersection OQ' des deux plans 
osculateurs respectivernent en R et en R'. Si done p designe la 
distance du point M a la tangente QQ' en R, on aura d'abord, en 
negligeant les infiniment petits du second ordre 



Cela pose, considerons le triangle rectiligne MM'P : il est rectangle 
en P, son angle en M ne differe que de quanlites du second ordre 
de Tangle cp que fail en ce point M la surface (S; avec le plan 
de (C). On pent done ecrire 

M'P = PM tango; 

et, si Ton porte cetle valeur de M'P dans la relation precedente. 

il vient 

p ds 
= --' 



Telle est la relation que nous voulions etablir. En voici maintenant 
les consequences. 

1000. Snpposons d'abord que le point M se deplace snr la 
courbe (C); le premier membre de la relation precedente de- 
meurera invariable, puisque Tangle cp est le m^me pour tous les 
points de la courbe (G), d'apres le iheoreme de Joachimsihal. II 
en sera done de meme du second membre, qui devra se reduire 
par consequent a une fonction de la seule variable s. On aura done 
les deux egalites suivantes 



La seconde s'interprete geometriquement de la maniere la plus 
simple. II est evident par la geometric que si Ton deforme la cle- 
veloppable (D) de telle maniere qu'elle vienne s'appliquer sur un 
plan, celui de la courbe (C) par exemple, le point P sera a une 
distance infiniment petite du second ordre de celui ou vient 
s'appliquer le point M 7 . La seconde relation precedente donne 
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done one propriete de la famille de courbes sur laquelle viennent 
s'appliquer dans le plan les lignes de premiere courbure. A 
chacuae de ces courbes (C), maintenant toutes situees dans le 
mme plan, correspond line droite QQ' determinee. Et, pour 
chaque point de la courbe (C ) infijiiment voisine de (C), ily 
a un rapport constant enlre la distance a la courbe (C) et la 
distance a la droite correspondante QQ'. Cette propriete geo- 
metrique conduit a une equation aux derivees partielles, qui a ete 
formee et integree de la maniere la plus elegante par M. Rouquet. 
Laissant de c6te Petude de cette interessante question, revenons 
a la premiere des relations precedentes 

clangs =/(*) 

Elle nous montre immediatement que, lorsqu'on deforme la deve- 
loppable (D), Tangle o varie de telle maniere que le produit 
Ttang'j demeure constant. Au lieu de considerer 1'hypothese ou 
la developpable (D) se reduit a un plan, supposons qu'on la de~ 
forme de telle maniere que Ton ait, en chaque point de I 7 arte de 
rebroussement, 

T= 

il viendra alors 



Et, par consequent, I'angle duplan tangent a la surface et du plan 
de la ligne de courbure deviendra infini. Ce dernier plan, etant 
osculaleur a Tarete de rebroussement de la developpable dans sa 
nouvelle posilion, ne sera pas isotrope. II faudra done que le plan 
tangent a la surface le soit. Done la surface a lignes de cour- 
bure planes (2) aura ete transformee en une developpable iso- 
trope. 
De tout ceci resulte done le theoreme suivant : 

Pour obtenir toutes les surf aces a lignes de courbure planes 
dans un systeme, on construct une developpable isotrope quel- 
conque (A) et une developpable non isotrope (D 4 ). On deforme 
ensuite (D,) de telle maniere que ses generatrices demeurent 
rectilignes et que ses plans tangents entrainent les courbes 
suivant lesquelles Us coupaient la developpable (A). Den- 
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semble des courbes ainsientratnees constitue la surface la plus 
generate a lignes de courbure planes dans un system? (<). 

En reprenantle point de vue developpe an Chapilre VI, on pent 
enoncer le theoreme sous la forme suivante : 

Pour obtenir les surfaces precedentes, on prend deux deve- 
loppables (D), (D,) applicabtes I'unesur I'autre avec corres- 
pondences des generatrices rectilignes. Si Von fait rouler la 
developpable (D, ) sur la developpable (D) de tetle maniere que 
le contact ait lieu a chaque instant entre tons les points des 
generatrices correspondantes, toute developpable isotrope (A) 
inv ariablement liee a (D { ) sera coupee par les plans de contact 
successifs suivant les lignes de courbure de rune des surfaces 
cherchees. 

1001. Alors meme que ces theoremes ne conduiraient pas, 
comme nous allons le voir, a une methode rapide de recherche 
des surfaces a lignes de courbure planes dans un sysleme, ils 
permettraient au moins d'expliquer de ia maniere la plus satisfai- 
sante certains faits ? ayant quelque chose de paradoxal, qui se pre- 
sented dans cette theorie. 

On sait, par exemple, que, si une des lignes de courbure 
planes est un cercle, toutes les autres sont des cercles; que ? si 
elle est algebrique, toutes les autres sont algebriques ; que les 
lignes de courbure ne peuvent etre toutes des coniques difierentes 
du cercle, etc. Tous ces fails s'espliquent immediatement par la 
remarque suivante, qui est evidente. 



(*) Cette proposition, dotmee depuis longtemps dans mon enseignement, s'ap- 
plique memo aux surfaces pour lesquelles les plans des lignes de premiere courbure 
passent par une droite fixe. En effet, on doit attribuer en general une valeur 
nulle a la torsion d'une courbe plane; mais il faut remarquer cependant que, si 
cette courbe se redu.it a une droite, la torsion devient indeterminee. Si Ton 
associe a chaque point de cette droite un plan determine* passant par la droite, il 
est clair que la torsion prend en chaque point une valour determinee, dependant 
d'ailleurs de la loi suivant laquelle on a associe les plans passant par la droite 
aux points de cette droite. 

Bans le cas ou les plans des lignes de courbure enveloppent un c6ne, il suffit 
de choisir une variable autre que $. 
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Des qiCune ligne de courbure plane est donnee, on connait 
par cela meme la developpable isotrope (A), qui doit etre cir- 
conscrite a cette courbe en meme temps qu'au cercle de I'infini. 
Par consequent toutes les autres lignes de courbure ne peuvent 
etre que des sections planes de cette developpable, parfaite- 
ment connue. 

Si 1'une des lignes de courbure est un cercle, la developpable 
isotrope se decompose en deux points-spheres. Done loutes les 
autres lignes de courbure sont des cercles. 

Si Tune des lignes de courbure est algebrique, il en est de 
meme de (A) et, par suite, de ses sections planes quelconques. 

Si 1'une des lignes de courbure est une conique differente d'un 
cercle, (A) est en general du 8 e ordre; mais elle peut se reduire 
an j e , au G e , au 5 e et meme au 4% si son arete de rebroussement 
est une cubique gauche. Dans ce dernier cas seulement, la de- 
veloppable contient une famille de coniques-, mais elles sont 
situees dans les plans tangents de la developpable, qui sont tous 
isotropes. Done il est impossible que toutes les lignes de courbure 
soient des coniques. 

Voici les principes qui peuventguiderj si Ton recherche tousles 
cas dans lesquels les lignes de courbure sont algebriques et d'un 
degre determine. 

Une surface reglee algebrique indecomposable etant donnee, si 
certaines de ses sections planes se decomposent, elles se com- 
posent uniquement d'un certain nombre de droites et d'une courbe 
algebrique indecomposable. 

Si les lignes de courbure planes sonl d'un degre determine n, 
\\ est necessaire que la developpable isotrope circonscrite a 1'une 
de ces lignes se decompose en deux developpables symetriques 
par rapport au plan de la courbe, c'est-a-dire que la ligne soit ce 
que Laguerre a appele une courbe de direction. 

Nous nous contenterons de signaler ici les deux hypotheses qui 
paraissent les plus simples. II existe une developpable isotrope du 
5 e ordre que Ton peut definir comnie il suit. Elle est circonscrite 
a la courbe du 3 e ordre definie par les equations 

u* 

(22) #= tt .--, 7=H 2 , -3 = 
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et elle est 1'enveloppe da plan 



-^-* 
o 



Tous les plans definis par Tequation 



ou u est considere comme un parametre variable, la coupent sui- 
vant les deux generatrices qui correspondent aux valeurs u : u 
du parametre et suivant une courbe du 3 e ordre; de sorte qae 
la developpable adznet une famille de sections du 3 e ordre, qui 
pourront devenir les lignes de courbure d'une infinite de surfaces 
de la nature de celles que nous cherchons. Comme les plans de 
ces sections sont paralleles h. une droite, on ne poumt obtenir qae 
des surfaces pour lesquelles ces lignes de courbure du 3 e degre 
seront distributes dans les plans tangents d'un cylindre d'ailleurs 
quelconque. G'est a cette classe qu'appartient la surface minima 
d'Enneper, etudiee au n 207. 

Considerons encore la cubique gauche isotrope definie par les 
equations 



La developpable isotrope dont elle estl'arSte de rebroussement 
est Tenveloppe du plan defini par ^equation 



Elleadmet pour sections planes des courbes du quatrieme ordre 
a trois points de rebroussement qui pourront devenir les lignes 
de courbure planes d'une infinite de surfaces. 

1002. La generation des surfaces a lignes de courbure planes, 
telle que nous Tavons donnee plus haul, permet encore de resoudre 
assez simplement une question qae M. Caronnet s'est proposee 
dans un travail recent ( ). On connait dejk une premiere serie de 



(') TH. CARONNET, Sur les surfaces dont les lignes de courbure d*un sys- 
teme sont planes et egales (Comptes rendus, t. CXVII, p. 842; 1898) 
D. - IV. I4 
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surfaces a lignes de courbure planes pour lesquelles toutes les 
lignes de courbure planes sont egales. Ce sont les surfaces mou- 
lures de Monge : elles correspondent au cas ou la developpable (D<) 
qui intervient dans la generation indiquee plus haut se reduirait 
a un plan. Mais parmi les autres surfaces a lignes de courbure 
planes, parmi celles dont toutes les lignes de courbure planes 
sont des sections differences d'une meme developpable isotrope, 
y en a-t-il pour lesquelles ces lignes de courbure soient toutes 
egales? La question revient evideniment a la suivante. 

Existe-t-il des developpables Jsotropes admettant une famille de 
seclions planes toutes superposables? 

Ou encore : 

Existe-t-il des developpables isotropes dont Farte de rebrousse- 
ment ne cesse pas de comcider avec elle-meme quand on lui im- 
prime une serie de deplacements dependant d'un parainetre 
variable au moins? 

II est clair que, si Farete de rebroussement ne se reduit pas a un 
point, elle doit tre necessairement une helice isotrope tracee sur 
un cylindre circulaire droit. 

Cette remarque explique et fait prevoir tous les resultats ob- 
tenus par !M. Caronnet. Nous n'entrerons pas dans le detail, nous 
contentant de signaler ici le cas particuliet le plus elegant. La deve- 
loppable admettant pour arte de rebroussement Fhelice isotrope 
tracee sur un cylindre circulaire droit est coupee par tout plan 
passant par Faxe de ce cylindre suivant une tract rice ou courbe 
aux tangentes egales. 

Soit, en effet, M un point de Fhelice isotrope. La sphere (S) 
inscrite au cylindre suivant le parallele qui passe en M coupe le 
plan secant suivant un cercle (C) ayant meme centre O que la 
sphere. D'autre part, elle contient la tangente en M a Fhelice 
isolrope, tangente venant couper le cercle (G) en un point M' qui 
decrira la section cherchee. Or, le plan osculateur de Fhelice, 
c'est-a-dire le plan tangent a la developpable (A) dont elle est 
Farte de rebroussement, est le plan OMM' qui coupe le plan 
secant suivant la tangenle OM 7 a la section. Cette tangente, etant 
un rayon du cercle (G), sera bien constante et egale au rayon 
de (S) ou au rayon de base du cylindre. 

Un resultat analogue s'applique a toutes les sections planes 
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quij on le reconnaitra aisement, sont des courbes definics par la 
propriete de couper les cercles bitangents a une conique, section 
du cylindre par leur plan, sous des angles dont le sinus sera, pour 

T> 

un cercle determine, - ? R etant le rayon de base da cylindre et r 
le rayon de ce cerele. 

1003. Laissant de cote toutes les applications particulieres, qui 
meriteraient sans doute une etude detaillee, nous allons indiquer 
comment on pent traduire analytiqtiement la generation prece- 
dente des surfaces a lignes de courbure planes dans un systeme et 
presenter sous une formeentierement reelle les equations qui de- 
finissent ces surfaces. 

La generation indiquee emploie trois developpables (A), I'D) 
et (D f ). La developpable (A) se determinera par les equations si 
souvent employees dans la theorie des surfaces minima 



(27) ( -MX' -4- Y' 4- iuZ' - F'(H) = O, 

entre lesquelles ilfaudra eliminer u. La premiere represente, pour 
une valeur determinee de it, le plan tangent a la surface; et les 
deux, prises ensemble, la generatrice de contact de ce plan. 

La developpable (D) sera pleinemenl defmie aussi si Ton donne 
les coordonnees #, y^ z d'un point de son arte de rebrousse- 
ment (R) exprimees en fonction de Tare s de (R) et les neuf 
cosinus , a', a", b : b f , b", c, c', c" qui determinent respective- 
ment la direction de la tangente, de la normale principale et de la 
binormale a cette courbe. 

De nime la developpable (D^ sera determinee par les quan- 
tites^i, /I, ^i, a 1: a' n a*, b i} b' { , 6J, c, 5 c' n c\ analogues a celles 
que nous venons de definir pour (D) et qui seront des fonctions 
de la nime variable s que les precedentes. En leurs points cor- 
respondants, les aretes de rebroussement de (D) et de (D { ) ont, 
en efFet, le mnie arc et aussi le m&ne rayon de courbure. 

Soit (P t ) un plan tangent de (D<) toucbant l'arte de rebrousse- 
ment (Ri) de (Di) au point M i . Si x 1 ^ y ! desigaent les coor- 
donnees d'un point de ce plan rapportees a des axes formes par la 
tangente et la normale principale a (R,) en M f , on aura videm- 
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men I 

I X' = 

(28) 



X 7 , Y', TJ etant les coordonnees da point par rapport aux axes fixes. 
Par suite, pour avoir la section de la developpable (A) par le 
plan (Pi), il faudra, dans les formules (27), remplacer X', Y', 2! 
par leurs valeurs preeedentes et eliminer u entre les deux Equa- 
tions ainsi obtenues. 

Supposons maintenant que la developpable (D{ ) se deforme et 
vienne coi'n cider avec (D). Le plan (Pi) viendra coi'ncider avec 
le plan correspondant (P) de (D). Les coordonnees a: 1 , y ] de 
chaque point de la section demeureront invariables ; mais, si Ton 
designe par X, Y, Z ies coordonnees nouvelles du point (x f , y 1 ) 
relativement aux axes fixes auxquels on a rapporte (D), on aura 

( X = x -H ax' -r b', 



de sorte que, pour obtenir la surface cherchee, il faudra eliminer 
u, X ; , Y 7 , Z ; , x 1 ) y 1 , s entre les huit equations (27), (28), (29). 
Remarquons que Ton a 



<3o) 



o= c(X j?)-u c'(Y j c*rZ sr= 



tout se ramenera done a eliminer s et u entre les deux equations 



1-r-fll 

(3r) 

"^ ^ 1 ar)| aF(M) = o, 



2 ; U 
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et la derivee de la seconde par rapport a it. Les variables u et $, 
nous 1'avons vu (n 998), seront les parametres des deux families 
de lignes de courbure. 

1004. II n'y aura aucune difficulte a calculer explicitement les 
fonctions de s qui entrent dans les formules. En effet, les aretes 
de rebroussement (R) et (Rj) ont, aux points correspondants, la 
mme courbure, mais non la meme torsion. Si Ton se donnait la 
courbure et la torsion en fonction de Tare, il faudrait, pour deter- 
miner la courbe, integrer une equation de Riccati. Mais, la torsion 
etant arbitral re, il est clair qu'on pourra toujours la determiner par 
la condition que cette equation de Riccati ait une solution donnee 
a I'avance, ce qui permettra de ramener a des quadratures la de- 
termination de toutes les fonctions de s qui figurent dans la so- 
lution. Nous avons vu : i qu'on peut mettre la solution sous 
une forme entierement reelle; 2 qu'on peut faire disparaitre 
toutes les quadratures par un choix convenable des fonctions ar- 
bitraires. On peut etablir tous ces r^sultats par la Geometric* 

Remarquons d'abord que Parete de rebroussement (Rj) a, en 
chacun de ses points, pour torsion une fonction de s qui est une 
imaginaire pure if($)* Les formules fondamentales 

da\ b\ dci bi dx\ 

ds ~~~ p ds ~~~ ^ ? ds ~~ l 

nous montrent alors qu'on pourra la rapporter a des axes tels que 
s o a\) b\, Ci, c\ soient desimaginaires pures, les autres quan- 
tites x { , y i: a { , &,, a\, b\> c\ etant reelles. Si done on prend, 
dans les formules (27) pour F(w) une fonction reelle de u, il est 
clair que les deux equations finales (3i) presenterontla solution 
sous une forme entierement reelle; x,y, z, a, &, . . . devant evi- 
demment 6tre supposees reelles puisqu'elles se rapportent a la de- 
veloppable reelle (D). 

1005. Indiquons maintenant comment on pourra faire dispa- 
raitre les quadratures qui entrent dans la solution. Parmi les diffe- 
rents mojens que 1'on peut employer, voici celui qui nous a paru 
le plus simple. 

Les fonctions de s qui figurent dans la solution servent en d- 
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finitive a definir le roulement de (Dj) sur (D). Si done, au lieu 
de (A), nousprenonsun point-sphere i n variable m en t lie a (D,), 
ce point-sphere coupera le plan de contact suivant mn cercle qui 
engendrera une surface a lignes de courbure circulaires dont les 
lignes de seconde courbure correspondront aux generatrices rec- 
tilignes du point-sphere et seront, par suite, pleinementconnues. 
Inversement, si nous connaissons une surface a lignes de courbnre 
circulaires dont on puisse obtenir toutes les lignes de courbure 
sans aucune quadrature, la construction geometrique donnee au 
n 970 s'appliquera ici et permettra de construire autant de cercles 
qu'on le voudra engendrant des surfaces a lignes de courbure cir- 
culaires. Si Ton prend, conformement a la mthode indiquee, 
tous ceux de ces cercles qui, dans un plan determine, enveloppent 
une courbe (K), ils envelopperont, dans les autres plans, des 
courbes dont 1'ensemble constituera la surface cherchee. Ainsi 
tout est ramene a trouver une surface a lignes de courbure circu- 
laires, la plus generale possible, dont toutes les lignes de cour- 
bure se determinent sans aucune integration. 

1006. Un premier moyen de resoudre cette interessante ques- 
tion consiste a employer la transformation de M. Lie qui fait cor- 
respondre a des surfaces enveloppes de spheres les surfaces regimes 
engendreesparles droites qui correspondent a ces spheres, et aux 
lignes de courbure des premieres surfaces les lignes asympto- 
tiques des secondes. Dans un elegant article publie en 1888, 
M. Koenigs (^amontre comment on peut ccrire sans aucun signe 
de quadrature les equations qui definissent une surface reglee de 
maniere a mettre en evidence les lignes asymptotiques. 

D'aulre part, dans le travail cite plus haut, M. Rouquet a in- 
dique le precede geometrique suivant. 

fitant donnee une surface a lignes de courbure spheriques, il 
existe toujours, nous le verrons, une surface de m^me nature 
admettant la meme representation spherique et pour laquelle les 



( * ) G. KCEXIGS, Determination sous forme explicite de toute surface re'glee 
rapportee a ses lignes asymptotiques et, en particulier^ de toutes les sur- 
faces reglees a lignes asymptotiques algebriques ( Comptes rendus f t. CVI, 
p. 5i-54). 
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spheres qui contiennent les lignes de courbure passent par un 
point fixe ou coupent a angle droitune sphere fixe. Adrnettons ce 
resultat qui s'applique aux surfaces a lignes de courbure circu- 
laires lorsqu'on choisit les spheres qui leur sonl inscrites parmi 
celles qui contiennent la ligne de courbure circulaire. Nous 
voyons qu'a toute surface (2) a lignes de courbure circulates, on 
pourra faire corresponds une surface (S') de meme representa- 
tion spherique, enveloppe de spheres variables (U) orthogonales 
a une sphere fixe (S). On aura deux lignes de courbure non cir- 
culaires de (S'), celles qui sont decrites par les deux points ou 
chaque ligne de courbure circulaire coupe la sphere (S). Nous 
allons voir d'abord qu'on peut construire la surface de maniere a 
en obtenir une Iroisieme sans integration. 

Prenons, en effet, une developpable (D'j dont on sache deter- 
miner les lignes de courbure et soit (L) une de ses lignes de 
courbure. Construisons les spheres (U) tangentes a (D') aux 
differents points de (L) et orthogonales a (S), Elles enveloppe- 
ront une surface (S') admettant (L) pour ligne de courbure et 
satisfaisant, par suite, a la condition deniandee. 

Or, il resulte d'un theoreme de M. Ernile Picard () que le 
rapport anharmonique des points ou quatre lignes de courbure 
non circulaires rencontrent une me" me ligne de courbure circu- 
laire est constant. Cette proposition fournira evidemment toutes 
les lignes de courbure sans aucune integration des que trois d 7 entre 
elles seront connues, comme il arrive pour la surface (I 7 ). 

A la verite, nous avons admis que Ton salt construire sans 
aucune quadrature une developpable (D') dont on peut deter- 
miner une ligne de courbure. Voici comment on pourra operer. 

Tracons arbitrairement une courbe (G) sur une sphere, puis, 
dans Fespace, une courbe ((7) dont les langentes soient paralleles 
a celles de (C); ce qui se fera sans aucune integration, (G ; ) etant 
Parte de rebroussement d'une developpable dont les plans tan- 
gents sont assujettis a F unique condition d'etre paralleles aux 
plans osculateurs de (C). Menons ensuite par chaque tangente 

C 1 ) E. PICARD, Application de la theorie des complexes lineaires a V etude 
des surfaces et des courbes gauches (Annales scientifiques de UEcole ftormale 
superieure, a 6 serie, t. VI, p. 862; 1877). 
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de (C 7 ) un plan parallele an plan tangent a la sphere au point 
correspondant de (C). Les plans ainsi obtenus enveloppent une de- 
veloppable qui admet evidemment (C') comme ligne de courbure. 

1007. Nous avons ainsi construit 1'enveloppe de spheres (S 7 ), 
dont les lignes de courbure sont determinees sans aucune integra- 
tion. Pour obtenir 1'enveloppe (2) nous invoquerons le theoreme 
suivant, compris comme cas particulier dans une proposition que 
nous donnerons plus loin. 

Lorsque deux surfaces enveloppes de spheres (S), (5 7 ) ont 
meme representation spherique, les spheres inscrites aux deux 
surfaces suivant deux lignes de courbure correspondantes , ces 
deux lignes de courbure et les cones dr oils circonscr its suivant 
elles aux deux surfaces forment, a chaque instant, deux 
figures homothetiqiies. Les courbes decrites par les sommets 
des deux cones ont leurs tangentes constamment paralleles 3 
et le centre de Vhomothetie precedente est le point oil la droite 
joignant les sommets des deux cones correspondants touche 
la courbe quelle enveloppe necessairement. 

On voit done que, pour obtenir 1'enveloppe cherch^e (S), il 
suffira de construire une courbe dont les tangentes soient assu- 
jetties a Pimique condition d'etre paralleles a celles de la courbe 
decrite par les sommets des cones droits circonscrits a (S 7 ), puis 
d'appliquer le theoreme precedent, qui permettra de deduire de 
chacun des cercles de (2 ; ) le cercle correspondant de (S). 
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CHAPITRE X. 

SURFACES ISOTHERMIQUES A LIG2SES DE COURBrRE PLAIN'ES. 

Rappel des differentes classes de surfaces a lignes de courbure planes determinees 
ou etudiees dans le cours de cet Ouvrage. Indication de cas particuliers 
dans lesquels ces surfaces sont isoihermiques. Recherche systematique des 
surfaces qui satisfont a cette double condition d'avoir leurs lignes de courbure 
planes, au moins dans un systeme, et d'etre isothermiques. Mise en equation 
du probleme. Integration des equations lineaires auxquelles satisfont les ro- 
tations. Tout se ramene a la determination d'une fonction h satibfaisant a 
deux equations aux derivees partielles. Application de la theorie des fonc- 
tions doublement periodiques de seconde espcce et des methodes de M. Hermite 
a cette integration. La solution depend des fonctions elliptiques et comporte 
une fonction arbitraire, Explication de ce dernier resultat et construction 
geometrique de la surface. Cas particulier ou le module de la fonction ellip- 
tique devient nul. 



1008. Dans differentes parties de cet Ouvrage ? nous avons de- 
termine differentes classes de surfaces a lignes de courbnre planes : 
celles pour lesquelles les plans des lignes de courbure passent 
par une droite fixe (n 94) ; celles pour lesquelles toutes les 
lignes de courbure sont planes (n 105) ; celles pour lesquelles 
la courbure totale est constante (n os 820, 821). Pour completer 
ces Etudes particuli&res, nous allons determiner une classe nou- 
velle de surfaces a lignes de courbure planes, que Ton est conduit 
a rechercher par les remarques suivantes. 

D'apres uneremarque faite par M. 0. Bonnet (n 771), on peut 
deduire, de chaque surface dont la courbure totale est constante, 
deux surfaces dont la courbure moyenne est constante et qui sont 
paralleles a la premiere. On voit done qu'aux surfaces a courbure 
totale constante decouvertes parM. Enneper (n os 814 a 821) cor- 
respondent des surfaces a courbure moyenne conslante qiii auront, 
elles aussi, leurs lignes de courbure planes dans un systeme et 
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spheriques dans Pautre. Ces dernieres surfaces out ete Tobjet 
(Tune etude de M. Max Voretzsch (*). 

Or, d'apres un resultat que Ton dolt encore a M. O. Bonnet 
(n os 433, 77o), les surfaces dont la courbure mojenne est con- 
stante peuvent tre divisees en carres infiniment petits par leurs 
lignes de courbure; on, ce qui est la mme chose, les lignes de 
courbure de chaque systeme constituent une famille de courbes 
isothermes. 

II resulte done de la recherche faite par M. Enneperqu'ilexiste 
des surfaces satisfaisant a celte double condition que leurs lignes 
de courbure soient planes dans un systeme et, en outre, que la 
surface puisse etre divisee en carres infiniment petits par ses 
lignes de courbure. On est ainsi conduit a chercher toutes les 
surfaces, autres que les surfaces de revolution, jouissant de cette 
double propriete. La solution de ce probleme fait Fobjet du pre- 
sent Chapitre. 

Le resultat que Ton obtient est reraarq uable; bien que les sur- 
faces cherchees doivent satisfaire a la fois a deux equations anx 
derivees partielles, on trouve qu'elles contiennent dans leur 
equation deux constanles et une fonction arbitraire. On a done, 
d'une part, une famille de surfaces a lignes de courbure planes 
dans un systeme, jouissant d'une propriete geometrique a laquelle 
les geometres attachent quelque intert; et, a un autre point de 
vue, on ajoute aux surfaces en tres petit nombre dont les lignes 
de courbure forment un systeme isotherme toute une famille de 
surfaces qui, par cette propriete, viennent se placer a cote des 
surfaces de revolution et des surfaces minima. 

Malgre le degre de generalite de la solution, on peut obtenir 
une construction geometrique simple de toutes les surfaces qui 
correspondent a des formes difierentes de la fonction arbitraire. 
D'ailleurs les calculs que Ton doit developper pour obtenir les 
expressions des coordonnees d'un point de la surface cherchee en 
fonction de deux variables independantes ofFrent une interessante 



() 3fAs VORETZSCH, Untersuchung einer speciellen Flache constanter mitt- 
lerer Krummung bei welcher die eine der beiden Schaaren der Krummungs- 
linien von ebenen, Curven gebildet ist. Gottingen, i883. 
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application de la belle theorie des fonctions doublemenl perio- 
diques de seconde espece qui est due a M. Hermite. A tous ces 
points de vue, il y a quelque utilite a faire connaitre dans ses 
points essentiels la m^thode suivie. 

1009. Je rappellerai d'abord les formules de la theorie des sur- 
faces dont nous aurons a faire usage. 
Soil 



(0 



1' expression de 1' element lineaire de la surface. Les six quantiles 
i ) r * ij r * doivent satisfaire aux relations 



^L _ **Jb #;< _ . 

C^P C^ 

^7 r ^7l _ 



Oil 



dr 



(3) 



Designons par <2, a f , cf les cosinus directeurs de la langente a 
la courbe p = const, on, ce qui est la mSme chose, de la tangente 
a Tare &du\ par i, &', b y les cosinus directeurs de la tangente a 
la courbe u = const, ou a 1'arc C flfa, et enfin par c, c*, d { les co- 
sinus directeurs de la normale a la surface. On devra a\oir, comme 
on sait, 

da da , 



(5) 



db 



db 



_ = fi p- ar , - 



do 



dc 



et les equations analogues pour a { , b 1 , c'; a% 6 f/ , c fr . Les equa- 
tions (5) feront connaitre les neuf cosinus; puis on obtiendra les 
coordonndes rectangulaires X, Y 7 Z d'un point de la surface ex- 
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primees en u, v par les quadratures 

/ d = Xa du + Gb dv, 
(G) 1 d\ &a' du + W dv, 



Remarquons enfin que, si Ton emploie la representation sphe- 
rique de Gauss, c'est--dire si, par le centre d'une sphere de 
rayon i, on mene une parallele a la normale, prolongee jusqu'a 
son intersection avec la sphere, le point de la sphere correspon- 
dant ati point (X, Y, Z) de la surface aura pour coordonnees c : 
c'i d r . L'element lineaire de la sphere sera done determine par la 
formule 

(;) cfe f *=S dc*= (p du-^-p^ dv)-~*r (q du+- qi dv)*. 

1010. Apres avoir rappele les formules precedentes, nous allons 
les appliquer au probleme propose; nous supposerons les surfaces 
cherchees rapportees a leurs lignes de courhure. Cela s'esprimeraj 
comrne on sait [II, p. 3S6], par les deux equations 



De plus, comme les lignes de courbure doivent ^tre isothermes, 
on pourra poser 

(9J A=C = cA > 

h designant une nouvelle variable, substituee alavaleur commune 
de A et de C. 

La formule (7) se reduit, dans le cas qui nous occupe, a la sui- 
vante : 



Pour exprimer que les lignes de courbure de Pun des systemes, par 
exernple les lignes v = const., sont planes, il suffira d'exprimer 
que les lignes qui leur correspondent sur la sphere sont des 
cercles, c'est-a-dire que leur courbure geodesique est constante : 
cela conduit a 1'equation 

do) W.=-V^, 

ou V d^signe une fonction de r. 
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Les equations (8), (g), (10) sont 1'expression complete des con- 
ditions geometriqnes auxquelles doit satisfaire la surface cherchee. 
Si on les joint aux equations (2) et (3), on en deduira les valeurs 
suivantes des six quantites/?, q : . . . : 



v 

q = V, 

2 dv 

dh 

r = 3 
dv 



dh 



V designant la derivee de V; en outre ? la fonction h devra satis- 
faire aux deux equations aux derivees partielles 



(12) 



03) 



L'int^gration simultanee de ces equations esl done la premiere 
recherche que nous ayons a entreprendre. 

L/equation (12) est du troisi^me ordre, mais il est aise de Tin- 
legrer completement. En effet, si nous multiplions ses deux termes 




" 9 



par - " 9 ? ils deviennent Fun et Tautre des derivees exactes par 

~dv 
rapport a v. Une premiere integration donne ainsi 

d*h \ 

/M\* / - 
855 (35) ^'^ 



On peut ecrire cette equation comme il suit 



dudv 



dh 



duj 
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et une nouveile integration par rapport a v nous donne 



II est vrai que nous avons neglige la solution particuliere 
fournie par 1' equation 



mais il est aise de voir, en la combinant avec Fequation (12), 
qu'elle ne donne aucune autre solution du problme propose que 
les surfaces de revolution. Gette solution etait evidente a priori, 
et nous pouvons la negliger. 

L'equation (14) peul etre mise sous la forme 



(r5) 



oii U et Uj sont des fonctions quelconques de u. II serait facile, 
en leur donnant des formes convenables, d'achever Pint^gration; 
mais il nous a paru preferable de conserver 1'equation (i5). 

Si, dans 1'equation (iS), on substitue a la variable v la va- 
riable ri definie par Tequation 

(16) d?i=s r .,.? 

elle prend la forme tres simple 

d*h d*h _ 
(7} dtf~~'tol~' 

Tout se reduit done a Tintegration simullanee des equations (i5) 

et(l7) : . . **' 

En differentiant 1'equation (i5), on obtiendra la valeur de -?-> 

que Ton pourra exprimer en fonction de h et de u, Porlant cette 
valeur dans 1'equation (17), on obtiendra 



- - - - U? e~ 2 * = o. 
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Multiplions par 2 -r et integrons par rapport a v^ , nous aurons 
(18) " 



Uo designant une nouvelle fonction de u. 

Les equations (i5) et (18) peuvent tre ecrites sous la forme 
suivante : 

= <?(*>). 



ou Ton a pose, pour abreger, 

cf A, w) = Ue 7i -f- Uie- 
/(A, M) = all'** aU' 



(19) 



Nous pouvons en deduire par la differentiation deux valeurs 
differentes pour , , ; et ? en exprimant que ces valeurs sont 
Sj nous trouverons Tequation de condition 



.do df df 

(20) 2/~- 0-4 -- f- = 0. 

v ; J dk ' dh du 

Je dis que cette Equation doit avoir lieu identiquement. En eflet, 
s'il n'en etait pas ainsi, elle determinerait A, qui serait fonction 
de la seule variable w; et la surface cherchee serait une surface de 
revolution. Nous avons deja ecarte cette solution, qui est evidente 
a priori. 

En ecrivant que 1'equation (20) a lieu identiquement, c'est- 
a-dire que les coefficients des differentes puissances de e h sont 
nuls, nous obtenons les trois equations 

TI" TI" 



La derniere s'integre immediatement et Ton est ramene au 
systeme 



, . 

(21) 



U 
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ou C { designe une constante arbitraire. 11 faudra done d'abord 
determiner les fonctions U, puis integrer le systeme des equa- 
tions (i5) et (18) ou, ce qui est plus simple, comme nous le 
verrons, le systeme equivalent des equations (10) et (17). 

1011. Je commence par 1'integration du systeme (21). On 
deduit de la premiere equation 



C designant une constante. 

Si Ton prend comme inconnue auxiliaire 

UUi=9, 
on trouve 

Ui=Ci-66, 



' r sfi- 
- = ^- = ,-88, 

et 9 doit satisfaire a Tequation difFerentielle 
(22) aB6"~ 0'*-+- C*= 4 e(Ci 80). 

Differentions cette equation, nous obtiendrons 

8 W =46'(C 1 126), 
d'ou nous deduirons par Fintegration 



On deduit immediatement de cetle derniere equation que Pin- 
connue auxiliaire 9 depend des fonctions elliptiques et qu'elle 
doit etre de la forme 



* rv 
A-f-Bsn 2 



A, B ? w OJ a et le module k de la fonction elliplique etant des 
constantes convenablement choisies. Mais, comme on pent, sans 
alterer Felement lineaire de la surface cherch^e, defini par la for- 
niule 
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remplacer u it$ par a z/, a la condition de remplacer 9 par a r et k 
par /i 2 Loga, il est clair que 1'on pourra, sans restreindre la 
generalite, prendre pour 9 la valeur suivante 



que Ton peut aussi ecrire, en introduisant une constante w ? 

j sn 2 o)). 



En exprimant que celte valeur satisfait a 1'equation (22), nous 
obtenons les trois relations 



G = - k- sn co en CD dn w, 



(23) 



Les deux premieres feront connaitre A* ? to en fonction de G, C\ ; 
la derniere donnera 9. 

Quant aux deux fonctions U, U 1? elles doivent satisfaire Tune 
et Fautre a 1'eqnation 

^L ssd 86 

ou 

y" 

* sn u l 

et, en outre, leur produit doit e*tre egal a 9. On reconnait le cas 
leplus simple de Tequation de Lame, si completemenl etudiee par 
M. Hermite ; et les solutions U, \J\ sont precisement celles dont 
le produit est une fonction entiere de sn 2 &. 

II resulte des recherches de M. Hermite (Comptes rend us > 
t. LXXXV) que 1'on aura 



p etant une constante a laquelle on pourra donner une valeur quel- 

conque; car sa variation donne une se*rie de surfaces semblables 

k Tune quelconque d'entre elles. Nous prendrons p = /, et les 

D. IV. i5 
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valeurs definitives de U, U { seront 



(24) 



l ~ 



1012. Nous avons maintenant a integrer le systeme forme par 
les deux equations 






ou IT, Ui designent les fonctions definies par les formules (a4). 
La premiere de ces equations appartient a un type que Ton sail 
integrer des que Ton en connait une solution particuliere. II suffit, 
en effet, de prendre comme inconnue soit e h , soit e~ h \ et Ton est 
ramene a une equation de Riccati; par consequent, les valeurs de 
e h correspondantes a quatre solutions particulieres auront entre 
elles un rapport anharmonique constant, et Pintegrale generale 
sera donnee par une formula 



ou C design era la cons tan te arbitraire par rapport a u, fonction 
de Vi, et ou P, Q, R, S seront des fonctions determinees de u. 
Toute la difficult^ se reduit done a la recherche de solutions par- 
ticulieres de cette equation, 

Or reportons-nous a Tequation (20) qui a lieu idenliquement. 
Elle exprime evidemment que les fonctions h de &, definies par 
1'equation 



sont precisement des solutions particulieres de Pequation inte- 
grer. II suffira done de rsoudre F equation 



(25) -*- a-h 2 a --4- e~2 i== Oj 

qui est du quatri^me degre par rapport a e^, et 1'on aura quatre 
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solutionsparticulieres qui permettront d'ecrire 1'integrale gene- 
rale cherchee. 

Les invariants i ety de cette equation ont pour valeurs 



La resolvante du troisieme degre 



a ses i % acines rationnelles 



12 12 12 



et, par des calculs qu'il me parait inutile de reproduire, on obtient 
les expressions suivantes des quatre racines cherchees : 



(26) 



oii Ton donne a y successivement les quatre valeurs 

o, aK, aK r , 2K + 2iK'. 
D'ailleurs, comme on peut donner a Fexpression de e h la forme 



V a / 

qui est lineaire par rapport a la constanle sn 2 ^> on voit que 

TJntegrale gSnerale cherchee sera donnee par 1'une quelconque des 

formes ^quivalentes (a6)ou(27), ouy serala constante arhitraire, 

Mais y, qui ne depend pas de u, est ici une fonction de 9* : il 

reste la determiner par la condition que h satisfasse a liquation 
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Exprimons que eette equation est verifiee pour toutes les valeurs 
de ; nous aurons les equations 



qui donnent 



en negligeant une constante additive, que Ton peuttoujours sup- 
poser reunie a v { . 

En resume, on trouve, pour la valetir definitive de A, la formule 



( 28 ) e h = 



_ - - _ - _ - 
/ u -f- MI -r- to \ H / u t 

V a / \ 



et Ton connait completementl'elenientlineaire de la surface cher- 
chee, aussi bien que les six rotations/*, ^, 7* 3 /><, q^ r { . 

En eliminant p^ entre Fequation (28) et sa derivee, on verifiera 
qu'on retrouve bien Tequation (ID) qu'il s'agissait d'int^grer. 

1013. II reste maintenant a indiquer comment on trouverales 
neuf cosinus a, #', a 7 , . . . et les coordonnees rectangulaires d'un 
point de la surface. Mais auparavant je definirai une nouvelle 
fonction qui jouera un rdle essentiel dans cette recherche. 

Considerons la fonction 



/ U -r- Wi -4- CO 

H i s 

de 1'argument complexe u~}-w { : il resulte de la formule (28) 
que 2 est le module de cette fonction. On pourra done poser 



(99) 
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et Ton obtiendra pour o- 1' expression 



/tt-nVi+oA e /"-- iVj coX 



(3o) 



D'ailleurs, comme h-^iv est une fonction de la variable com- 
plexe zj + zV|, on aura les equations bien connues 

** y ^ r ^ 



qui nous seront uliles. 

La fonction i? ne difTere de h que par les notations. Elle satis- 
fait, par consequent, a une equation differentielle en r h tout a fait 
semblable a liquation (i 5), 

(82) ~- = MeH 

M et N ajant les valeurs suivantes 






(33) 



Nous verrons plus loin comment la Geometric fait prevoir 
1'existence de cette equation. La valeur de o-, contenant d'ailleurs 
1'arbitraire u qui ne figure pas dans Tequation (3a), donne, par 
consequent, Fintegrale generalede cette equation differentielle. 

1014. Quand on connait 1'element lineaire d'une surface et les 
six quantits qui figurent dans les formules de Codazzi, il restea 
determiner les neuf cosinus et les coordonnes reclangulaires X, 
Y, Z. On est conduit a une seule surface; mais la determination 
de cette surface depend, en general, de Fintegration d'une equation 
deRiccati. On a de nombreux exemples dans lesquels on se trouve 
arrlte, ou Fintegration a effectuer paratt reellement impossible. 

Dans le cas actuel, on peut terminer les calculs, obtenir les 
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neuf cosinus et les coordonnees rectangulaires de la maniere sui- 
vante : 

Considerons un point de la surface et la tangente a la ligne de 
courbure plane c>= const, qui passe en ce point. Les cosinus di- 
recteurs de cette tangente sont ; d'apres les notations du n 1009, 
a, a', a". 

Si, par le centre d'une sphere de rayon i, nous menons une 
parallele a cette tangente 3 elle coupera la sphere en un point dont 
les coordonnees seront #, a', a"; nous aurons ainsi un mode de 
representation spherique de la surface distinct de celui de Gauss 
et qui va nous etre tr&s utile. 

L'element lineaire de la sphere sera donne par la formule 

^S* = da* 4- da'* -t- da" 2 , 
ou, en employant les formules (5) et (i i), 

dh 



/^V 7 o fdkj dh 

= V -r- ) di^r( --du -r- 

\dv I \dv du 



Introduisons, en tenant compte de la formule (16), dv^ a la place 
de dv et servons-nous des formules (3i) pour substituer les de- 
rivees de cr a celles de h. Nous obtiendrons ainsi 1' expression tres 
simple 

( 34 ) d& = d^- -f- V2 V 



Cette formule montre que les lignes v { = const, de la sphere, qui 
correspondent am: lignes de courbure planes de la surface ? sont 
des lignes geodesiques, c'est-a-dire des grands cercles. Ces lignes 
admettent pour trajectoires orthogonales les courbes cr = const., 
ce qui donne la signification geometrique de la fonction a-. 

Le r^sultat precedent pouvait^treprevu geometriquement; car, 
si un point se deplace sur la surface en decrivant une ligne de 
courbure plane, le point correspondant de la sphere, dans le mode 
de representation que nous avons adopte, decrira evidemment le 
grand cercle dontle plan est parallfele au plan de la ligne de cour- 
bure; c'est en raison de cette propriete que nous nous sommes 
propose de determiner en premier lieu les cosinus a, a', a ;/ . 

Lorsque Pelement lineaire de la sphere prend la forme (34), on 
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sail (n 899) que le coefficient de dv* doit etre de la forme 



23l 



cette remarque se verifie bien ici en vertu de 1'equation (3a), que 
nous avons signalee d'avance au numero precedent. 

1015. Revenons a la formule (34). Nous savons que o-, p f sont 
les coordonnees curvilignes d'un point de la sphere; ? designe la 
distance de ce point a une courbe fixe (F) de cette sphere, distance 
cougptee sur le grand cercle normal a (F) et passant par le point. 
Quant-A-pr,' c'est une fonction de Tare de la courbe (F), compte a 
partir d'une origine fixe jusqu'au pied du grand cercle normal. 
Appelons x, y, z les coordonnees d'un point de (F), qui sont 
des fonctions de Tare de la courbe compte a partir de Forigine 
choisie. Designons cetarc par s et appelons x f * x ! , ... les derivees 
de x, ... par rapport a s. Nous aurons 



(35) 



xx 
x'x" 



Posons, pourabreger, 



(36) 



A== 



x" y" z" 



nous aurons les formules 



(37) 



dont la demonstration est immediate. 

Exprimons maintenant que le point (a, a', a") de la sphere est 
situ a une distance <r sur Tare de grand cercle, qui est normal a 
la courbe (F) au point (x, y, z)* Nous obtiendrons, par des me- 
thodes tout elementaires ? les formules 



(38) 



i(zx' xz 



II nous reste & exprimer qu'en prenant pour s une fonction con- 
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\enable de p 4 , ces formules conduisent a Fexpression (34) de 
Feleinent Jineaire. 

Diflerentions la premiere; en tenant compte des relations (87)3 
nous trouvons 

ida = x r ds[(i-ir i 



On deduil de la, en elevant au carre et ajoutant les equations ana- 
logues, 



Si Fon compare a Fexpression fournie par la formule (34), ou 
Ton a remplace -^- par sa valeur. 

A x 



on voit que Ton doit avoir 



Ces equations peuvent servir a un double usage. 

Si Fon a choisi arbitrairement V en fonction de 9, elles nous 
font connaitre s et A en fonction de 9 et, par consequent, A en 
fonction de s. Cette relation entre A et $ determine, non la situa- 
tion, mais la forme de la courbe (F). Au contraire, si Fon a pris (F) 
arbitrairement ainsi que k et <o, elles nous font connaitre V et V K 
en fonction de $ et, par suite, V, ^ en fonction de p. On voit done 
que Fon peut choisir arbitrairement la courbe (F), En d'autres 
termes, parmi les surf aces que nousetudions, ilyen aura tou- 
jours pour lesquelles les plans des lignes de courbure du pre- 
mier systeme seront paralleles aux plans tangents d'un cone 
quelconque. 

La determination de a etant faite, on aura b par Fune des for- 
mules (5), qui donne 

da . , dh j d& 
= or* =o = b : 
dv du d\?i 

et, par consequent, la differenlielle de la coordonnee rectangu- 
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laire X d'un point de la surface sera 



233 




En remplagant a par sa valeur, on trouve 



(4o) 



1016. Voici comment on peut effectuer cette quadrature. 
L'exponentielle e h ^ consideree comme une fonction de -3 est 

doublement periodique de seconde espece et a les memes multi- 
plicateurs que la fonclion 



Si Ton applique la formule donnee par M. Hermite pour la de- 
composition en Elements simples, on trouvera 



(40 



._ aMesfto) 



foi 3w 



H(2ci})H ; (o) 



H( 



H 



H(2U))H'(0) 



M et N ayant les valeurs definies par les formulas (33), 

Si 1'on porte cette expression de e h dans le premier terme seul 
de la formule (4o), puis que Ton remplace 



i -{- i A) <s?5 = <f [a? (7 5 ' sf 
i t A) <3?5 =r d [a? + z( J' - 



par 
par 
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on obtient 



TT/" + 







p . 
n- 

V 



/B4- 

f 

\ 2 



les termes non ecrits se deduisant des precedents par le change- 
men t de i en L 

Dans la seconde ligne de la formule precedente figure une 
fonction que Ton deduit de la suivante : 

6' far- J ^e^o, 



ea j remplacant x par u **~ lVl * Ici encore F(#) est une fonction 

doublement periodique de seconde espece, et une nouvelle appli- 
cation de la methode de decomposition de M. Hermite nous donne 




En faisant usage de cette formule, nous vojons que les deux 
premiers termes de 6?X deviennent la differ en tielle exacte d'un 
produitj et Integration nous donne 



H(2cy;H'(oj TT / u -f- 19 1 -t- to \ 

\ <L I 

(4*) 



H(fto))H f (o) 



On aurait pour Y et Z des expressions analogues. La question est 
done completement resolue. 
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1017. II nous reste maintenant a donner 1'interpretation des 
formules et la construction geometrique de la surface. En multi- 
pliant Fequation (4a) par x f et ajoutant les equations analogues, 
on a 



Les coefficients ne dependant que de >, cette equation represente 
les plans des lignes de courbure du premier systeme. Elle ne con- 
tient pas de terme constant; par suite, les plans des lignes de 
courbure du premier systeme enveloppent un cone. C'est la une 
premiere propriety de la surface. 

Etudions maintenant les lignes de courbure planes. Leurs 
plans sont normaux a la courbe spheriqne que nous avons 
designee par (F). Rapportons la ligne de courbure a deux axes 
rectangulaires choisis dans son plan, Fun 0# f , allant au point ou 
le plan coupe la courbe (I) et ayant pour cosinus directeurs x, 
y, z , Tautre Qy\ perpendiculaire au premier et ayant pour cosinus 
directeurs 



yd *y* , xx' xs', ccf 



Appelons x { et y { les coordonnees relatives a ces axes. On tronvera 
aisement 



E ( 

Les deux equations obtenues en s^parant les parties r^elles etles 
parties imaginaires donneront x^ , j/ i . On voit done que la forme 
des lignes de courbure planes sera la mime pour toutes les 
surfaces qui correspondent d un me/ne systeme devaleurs de k 
et de o> et sera, au contraire, completement independante de 
la forme de lafonctionai^bitraire qui entre dans les formules. 
G'est la deuxierne propriete geometriqne de la surface. 

En troisieme lieu, cherclions 1'arete de contact des plans des 
lignes de courbure avec le c6ne que ces plans enveloppent. Gette 
arSte de contact sera d&Snie par Tequation 
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a laquelle on donnera facilement la forme 

Si Ton dent compte des formules (3g), cette equation devient 



ou, en remplacanl M et N par leurs valeurs, 



(45) e 

Remarquons, d'ailleurs, que le point situe a la distance i sur 
1'axe Qy { decrit la courbe (F), normale au plan de la ligne de 
courbure ; et, par consequent, ce plan roule sur le cone qu'il enve- 
loppe. L'equation precedente nous montre que la droite de con- 
tact du plan de la ligne de courbure avec le cone enveloppe ne 
depend que des constantes , w et nullement de la forme de 
lafonction arbitraire. C'est la troisieme propriete georn^trique 
de la surface. 

En reunissant toas ces resultats, nous pouvons enoncer la pro- 
position suivante : 

Considerons les coordomiees rectangulaires x^ y { comme 
des fonctions des variables u^ v { definies par la double equa- 
tion 

^-ivi 3to 



Uequation 

v i = const. 

definira une famille de courbes planes isothermes. Faisons 
correspond?^ h chaque courbe (t> 4 ) la droite definiepar I 'equa- 
tion 

Faisons rouler le plan qui contient les courbes sur un cone 
quelconque ayant pour sommet Uorigine des coordonnees. 
Alors la courbe (v { ), qui, dans chaque position du plan, corres- 
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pond a la generative de contact duplan et da c6ne } engendre 
precisement la surface cherchee. 

On peut etablir, a Faide de considerations geometriques di- 
rectes, une parlie des resultats precedents ; monlrer, en particulier, 
pourquoi la solution obtenue contient une fonclion arbitraire et 
pourquoi cette fonction arbitraire tient si peu de place dans le 
developpement de la solution. Reportons-nous a la generation de 
toute surface a lignes de courbure planes au mojen de trois de- 
veloppables (D), (D i ) et (A). Si Ton transforme par flexion la 
developpable (D) en un plan (P), les lignes de courbure consti- 
tueront sur ce plan (P) un reseau orthogonal. Soit 9 le parametre 
des lignes de courbure planes, dont la forme n'aura pas change, et u 
le parametre des lignes de seconde courbure. L'eiement lineaire 
du plan sera de la forme 



et, d'apres la proposition du n 998, celui de la surface sera deter- 
mine par la formule 



ou V de'signe une fonction de P, qui n'est autre que la tangente de 
Tangle p defini au n 999. La condition d'isothermie se traduisant 
par une equation de la forme 



on voit immediatement qu'elle est independante de la fonction V. 
Ainsi : 

Lorsqu'une surface & lignes de courbure planes sera isother- 
mique, la meme propri&te devra appartenir & toutes les sur- 
faces & lignes de courbure planes que Von en peut d6river par 
la flexion de la developpable (D). 

1018. Dans tout ce qui precede, nous avons e*tudie seulement le 
cas le plus general. Les calculs se trouveraient en de*faut, par 
exemple, si Ton envisageait ce cas particulier de liquation de 
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Lamd pour lequel les deux solutions U, U<, que nous avons sup- 
posees distinctes, se reduisent a une seule. 

Cette hypothese, qui conduit, en particulier, aux surfaces a 
courbure constante d'Enneper, a fait 1'objet des etudes de 
M. Adam (*). On deduit les resultats qui s'y rapportent des pre- 
cedents en supposant que, dans les formules donnees plus haut, 
co tende vers zero. 

Changeons, en eflet, dans les formules (46) et (47)? %\ en 

x\ + tr, 2 ; - et faisons tendre to vers zero. En supprimant par- 

tout le facteur egal a^? [i[ restera, pour Tequation de la 
courbe, la double formule 



as) * 1 ^ a 

et, pour celle de la droite, 

r, >i 

(49) ^" 

Par suite, il suffira de faire rouler le plan de la courbe sur un 
cjlindre quelconque de telle maniere que la droite precedente 
soit la generatrice de contact et que cliacun de ses points decrive 
une section droite du cylindre. 

Si k devient egal a zero, on a 



les plans des lignes de courbure passent par une droite et ces 
lignes de courbure sont des cercles. 



(*) P. ADAM, Sur les surfaces isothermiques a lignes de courbure planes 
dans un systeme ou dans les deux systemes (Annales scientiftques del'Ecole 
Normatesuperieure, 3 e s&ie, t. X, p. 3ig; i8g3). 
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CHiPITRE XL 

SURFACES A LIGNES DE COURBURE SPH&RIQUES. 

Les surfaces & lignes de courbure spheriques dans un systeme correspondent a 
des equations aux derivees partielles a invariants egaux qui sont du premier, 
du second ou du troisieme rang. Methode directe de recherche. 6tant 
donnee une surface a lignes de courbure spheriques (S), il existe une infinite 
de surfaces (S ) de meme definition, dependant d'une fonction arbitraire et ad- 
mettant la meme representation spherique. Theorerae de 3VI. Blutel. 
Construction geometrique des surfaces (S ). Comment on peut, sans aucune 
integration, deduire toutes les surfaces a lignes de courbure spheriques des sur- 
faces a lignes de courbure planes. Proprietes diverses : en appliquant des 
inversions convenablement choisies a chaque ligne de courbure spherique de 
la surface, on peut les placer toutes sur une meme'developpable isotrope. 
Definition dela rotation autourd'un cercle; proposition qui rapproche les sur- 
faces & lignes de courbure spheriques des surfaces & lignes de courbure planes. 

Des surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes ou spheriques. 

Leur determination se ramene a la solution de Pequation fonclionnelle 



Resultat : toutes les surfaces cherchees derivent simplement, soit du c6ne, 
soit de la surface dont les normales sont tangentes a un cone. 



1019. Si nous poursuivions 1'application de la methode d6ve- 
loppde dans le Ghapitre VIII de ce Livre, nous obtiendrions une 
suite illimit^e de surfaces, determinees sans aucun signe de qua- 
drature, et pour lesquelles on saurait r^soudre d'une maniere com- 
plete le probleme de la representation spherique. Les surfaces a 
lignes de courbure planes correspondent, nous 1'avons vu (n 996), 
a des Equations aux derivees partielles du premier ou du second 
rang. Nous allons terminer cette 6tude en m entrant de mme que 
les surfaces a lignes de courbure spheriques correspondent a des 
Equations aux derivees partielles du premier, du deuxieme ou du 
troisieme rang. 
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Nous commencerons par laremarque suivante : 

Lorsqu'une ligne de courbure est spherique, la developpable 
circonscrite A la surface suivant cette ligne de courbure doit 
aitssi etre circonscrite A line sphere; et, reciproquement, si 
cette developpable est circonscrite a une sphere, la ligne de 
courbure est sphei~ique. 

En effet, d'apres le theoreme de Joachimsthal, tons les plans 
tangents aux divers points d'une ligne de courbure situee sur une 
sphere (S) coupent cette sphere sous un angle constant et, par 
suite, sont tangents a une sphere (S') concentrique a (S). Inver- 
sement, si tons les plans tangents en tons les points d'une ligne 
de courbure (C) sont tangents a une sphere, soit (C') la courbe 
de contact : on connaitra deux lignes de courbure , (C) et (C ; ), de 
la developpable enveloppeepar ces plans tangents; et comme (G') 
est snr une sphere, (G) sera sur une autre sphere concentrique a 
la prec^dente (*). 

1020. Appliquons cette remarque a la determination de toutes 
Jes surfaces pour lesquelles les lignes de courbure de Tun des 
sjstemesj que nous appellerons dans la suite les lignes de pre- 
miere courbure, sont toutes spheriques. II suffira evidemment 
d'exprimer qu'en chaque point d'une telle ligne le plan tangent 
a la surface est circonscrit a une sphere, qui variera d'ailleurs 
lorsqu'on changera de ligne de courbure. 

Soit toujours x le parametre des lignes de premiere courbure. 
Le plan tangent a la surface cherchee, dejlini par Tequation 

ft; (a-h^XH-xXJ-^Y-hfap-OZH-J-o, 

devra, en tous les points d'nne ligne de courbure, tre tangent a 
une sphere (S'). Soient #' , #' 1? x^ sc\ les coordonn^es carte- 



(*) A propos du theoreme de Joachimsthal, nous signalerons la reciproque 
suivante dont le lecteur trouvera la demonstration : 

Si les spheres assujetties a contenir trots points comecutifs d'une ligne de 
courbure et, de plus, a etre tangentes a la surface au point ou elles touchent 
la ligne de courbure coupent toutes une sphere (S) sous un angle constant, 
la ligne de courbure est spherique et situee sur la sphere (S). 
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siennes du centre et le rayon de (S ; ). Ce sont quatre fonctions 
de x que nous supposerons donnees. En traduisant analytiquement 
la propriety qui nous sert de definition, on aura 

(a 4- (3)4 4- i( p - a )x\ -f- (ap i)ar' 2 -4- { = #', (a? -4- i). 

Changeant un peu les notations, nous ecrirons cette condition 
comme il suit 



#o> #o ^2? #3 etant toujours des fonctions de x. 

Differentions par rapport a y : en remplacant -~- f P ar sa valeur 
deduite des equations (7) [p. 199], -~ sera en facteur, et il 
viendra, p et q designant ~ 3 ~ ? 

(3) 



Differentions encore par rapport a y et remplacons - ? -^ par 
leurs valeurs(7) [p. 199]- II viendra, en suppriraantle facteur 2w, 

da 



_ 

Cette Equation s'integre a vue et nous donne 
(4) 



# 4 designant une nouvelle fonction de x. La relation precedente 
s'obtiendrait aussi en exprimant que la ligne de courbure est sur 
une sphere concentrique a (S ; ). 

1021 . Si nous remarquons que a), qu> et aco sont trois solutions 
particulieres d'une m^nae equation a invariants egaux, nous 
voyons que Ton retrou ve ici, sous une forme un peu plus ge^rale, 
un probleme deja rencontre pour les lignes de courbure planes 
et dont nous allons dire quelques mots. 

Lorsque, pour une equation a invariants egaux, la suite de 
Laplace se termine, liquation admet une solution de la forme 
suivante 



D. - IV. 16 
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de sorte que, si Ton prend z -f- 1 solutions ^, 2j ? 5 /+i? cor ~ 
respondantes auK determinations X< , ..., X^, de X, elles verifient 
identiquement la relation lineaire 



j.> X ( / } X> Xi 


x ( /~" i 


+1-X& X J+1 Xi,, 


... Xi u i 



dont ies coefficients sont fonctions de la seule variable x. Mais, 
reciproquementj si Ton a une relation de cette forme entre des so- 
lutions particulieres au nombre de i + i, peut-on en conclure que 
Tequation sera integrable et de rang an plus egal a i+ i? C 5 est la 
question que nous allons examiner pour le cas ou i est egal a 2. 

Suivonsla meme niarche que pour Ies surfaces a lignes de cour- 
bure planes. Pour plus de nettete, posons 

(5) acs) = ^i, ^a) = ^ 2 ; 
la relation (4) prendra la forme 

(6) -31 = ^i X* W J?0-I- 

Soil 

* _, 
~ 



Fequation doat w, z {} z sont trois solutions particulieres. Si 1'on 
y substituela vaieur precedente de ^ 3 , on trouvera, en supposant, 
comme il est permis, x' different de zero, 



j plus simplement, 



x$ et^7 6 designant de nouvelles fonctions de x. Differentions par 
rapport a x, et remplacons Ies derivdes secondes de z { et de w par 
leurs valeurs deduites de Pequation (7), dont elles sont des solu- 
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lions particulieres. II viendra 

j dk . , . . dw 

1 ^ 55 ^"^^s" 4 - Ar#6W-h#' a --5 

ou, en supposant /i different de zero, 

/ N dlogk . , i dco 

( 9 ) 5l = , 5 ^4_^ + * |UH -^-_. 

Pour liminer < subslituons la valeur precedenle dans Fe- 
quation (8). Eaposant 



on trouvera 



et cette condition contient Punique solution particuliere to. 

Pour 1'eliminer enfin, differentions les deux membres par rap- 
port a x. Nous aurons 



ou encore 



d I i dlogk tfoA , , dki 

( 0) y - -5- = kitfy -^r^y 

dy \ A: da? d// 7 ' cla? 



d& i () 2 log/c^w dlog/c d /r dco\ , <?Ai 

_ -- _. __ . _. _ -_- i _. _, j ~ /^^ $ ^_ % . 

dy k dxdy dy ox dy \k dy j l dx 

En tenant compte des formules (10) et (12) et supposant /, 
different de zero, il vient 



03) 



_ 7 _ 

u'a substituer 
quation (12) pour obtenir la relation 



to 

II ne reste plus qu'a substituer celte valeur de dans li- 



qui constitue une equation aux d&rivees partielJes du quatrieme 
ordre a laquelle devra satisfaire la fonction k. Mais, si Ton se ve- 
porte aux formules qui relient les invariants dans une suite de 
Laplace (n331) ? on reconnaitimmediatementquel'equation (i,f) 
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est la condition necessaire et suffisante pour que la solution gen- 
rale de 1'equation (7) soit de rang egal a trois. 

Comme, dans la suite des calculs, nous avons ecarte 1'hypo- 
these ou 1'une ou 1'autre des fonctions , k { serait nulle, on voit 
bien que toutes les surfaces a lignes de courbure spheriques seront 
fournies par les equations aux derives partielles des trois premiers 
rangs. Mais comme, pour Tequation du premier rang, les lignes 
de courbure des surfaces correspondantes sont toutes planes, elles 
ne pourront tre spheriques sans etre circulaires. 

En difierentiant Tequation (i3) par rapport a #, on trouve 



et il est clair, par suite de la symetrie de la relation (6), qui nous 
a seryi de point de depart, relativement aun trois solutions parti- 
culieres ^, z$ et co, que xco et q& seront definis par des formules 
toutes semblables a la precedente, mais ou # T devra etre remplace 
par d j autres fonctions ? d'ailleurs arbitraires, de x. 
En d^veloppant les calculs, on trouvera 

(16) w- 

C'est la partie de la solution generale qui contient une fonction 
arbitraire de x\ Fautre s'obtiendrait en changeant x en y et rem- 
placant la fonction arbitraire de x par une fonction arbitraire de y. 

Nous avons maintenant tous les elements n^cessaires pour 
poursuivre la recherche. En continuant et etendant jusqu'au 
troisieme rang les calculs qui terminent le Ghapitre VIII de ce 
Livre, nous obtiendrons, sans aucun signe de quadrature, les equa- 
tions qui definissent les surfaces cherchees. Nous avons rnme 
donne au n 994 les elements necessaires pour ecrire immediate- 
ment la valeur de <o. Mais ici encore, au lieu de poursuivre la so- 
lution analylique, nous preferons revenir a la Geometric en nous 
appuyant sur un theoreme du a M. Blutel (*). 



(*) E. BLUTEL, Sur les surfaces qui admettent un systeme de lignes de 
courbure spheriques et qui ont rneme representation spherique pour leurs 
lignes de courbure ( Comptes rendus, t. CXVI^ p. 249 ; i8g3 ). 
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1022. Etant donnee une surface (S) a lignes de courbure sphe- 
riques dans un systeme, nous allons montrer tout d'abord qu'il 
existe une infinite de surfaces de meme definition, et admettant 
par surcroit la meme representation spherique que (5). 

Designons, en efTet, par a, i, c, ;, h des fonctions du parametre a 
des lignes de premiere courbure de (S), par x, y^ z les coor- 
donnees d'un point de (S), par y, y', y" les cosinus directeurs de 
la normale en ce point. D'apres le theorme de Joachims thai, on 
aura les deux equations 

(17) (ar- 



dont la premiere exprime que la ligne de courbure de la surface 
se trouve sur une sphere (S) de centre (#, b, c) et de rayon r ; 
la seconde exprime, conformement au theoreme de Joachimsthal, 
que le plan tangent a la surface en chaque point de la ligne de 
courbure coupe la sphere (S) sous un angle constant, dont le 
cosinus est h. Si 1'on pouvait eliminer le parametre a entre ces 
deux equations, on serait conduit a une equation aux derivees 
partielles propre a definir toutes les surfaces (S). On peut trailer 
cette Equation par les precedes reguliers; nous nous bornerons ici 
a remarquer que ses caracteristiques sont les lignes de courbure 
du second systeme. 

En effet, pour determiner toutes les surfaces verifiantPequation 
et passant par un point M de Fespace, il faut d'abord exprimer 
que la sphere (S), definie par liquation (17), passe par ce pointy et 
cette condition fait connaitre une on plusieurs valeurs de a. Pre- 
nons une des spheres (S) qui passent en M : les plans tangents 
aux surfaces correspondantes, devant couper cette sphere sous un 
angle constant, envelopperont un c6ne de revolution dont Faxe 
sera le rayon de (S) qui passe au point M. Or les caracteristiques 
de Pequation aux derivees partielles, etant par definition les 
courbes tangentes aux generatrices rectilignes de ce c6ne, auront 
evidemment m6mes tangentes en M que les lignes de seconde 
courbure, et ? par suite, se confondrontavecces lignes, puisque le 
raisonnement s'applique tout point de chaque surface (S). 

1023. S'il existe une surface (S ) de m6me definition que (S) et 
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admettant la mme representation spherique, y, y' ? *f auront les 
memes valeurs aux points correspondanls des deux surfaces. La 
surface (S) sera done definie par des equations telles que les sui- 
vantes 



(-50 Co )*= 

(20) TOo o) -t-Y'O'o &o) -l-Y'Cso CQ) = 



ou #01/07 -So designent les coordonnes da point de la surface et 
ou a 0) 6 , c 0? / m o, ^o sont des fonctions de a comme a, b, c, r, h. 
La premiere equation represente la sphere (S ) qui contient la 
ligne de premiere courbure de (3 ); et la'seconde exprime que le 
plan tangent coupe (S ) sous un angle de cosinus A . Si nous de- 
signons par C, C les centres des deux spheres (S), (S ); par M, 
M denx points correspondants des surfaces (S), (S ),prisrespec- 
tivement sur les spheres (S), (S ), il est clair que les normales ; 
paralleles, en ces deux points et les deux ravons CM, C M sont 
paralleles a un m^me plan, a celui qui est normal en M, par 
exemple, a la ligne de courbure spherique de (S). En traduisant 
analvtiquement cette propriete, on obtiendra les relations sui- 
vantes 

/ 
(21) 



ou A et [j. sont deux fonctions auxiliaires que Ton determinera en 
substituant dansles equations (19) et(ao) les valeurs precedentes 
de JT O ffo,J'o io, -so Co- 
On a ainsi les deux equations 



d'ouFondeduit 
^ i3 



et qui font connaitre A et JJL comme des fonctions de a. 

II reste a exprimer la condition essentielle que Ton a identique- 
ment 

f dz$ = o . 
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Si Ton substilue les valeurs des difl^reniielles dx , dy^ 
deduites des equations (21), en tenant compte de la relation 

Y doc -{- Y' dy -+- f dz = o, 
il vient 

rh d\ -F- <fy -H Y(d#o X do,)-f- *('(dbt \ db)+ /(rfc X dc)= 



Si les coefficients de y, y ; , y' ; n'etaient pas nuls identiquement, on 
aurait, en tous les points de la ligne de courbure spherique, une 
relation lin^aire entre ces cosinus; et, par suite, cetie ligne de 
courbure, ayant pour representation spherique un petit cercle ? 
serait elle-meme un cercle. ficartons d'abord ce cas exceptionnel : 
il faudra qtie nous ayons 

(a.i) rh C/AH- d[j. = o, 

da Q <r/6 dc<> 
-- = - 7r =->- = A. 
da db dc 

Mais je dis que ces relations conviennent aussi au cas des lignes 
de courbure circulates, pourvu que Ton choisisse convenablement 
la sphere (S ) parmi toutes celles, en nombre infini, qui passent 
par la ligne de courbure circulaire de (2 ). Car solt alors 



la relation lineaire entre les cosinus directeurs, relation necessaire- 
ment unique. Supposons H^o. Si Ton choisit (S ) de telle ma- 
niere que Ton ait 



comme il ne peuty avoir aucune relation lineaire entre *f, y", cette 
unique equation entratnera les autres relations contenues dans les 
formules (24) et (26). 

1024. Ce point etant admis, il faut interpreter les Equations (24) 
et (a5) qai definissent toutes les surfaces (S- ). Voici le tlieoreme 
de M. Blutel. 

Designons par (K) et (K ) deux lignes de courbure correspon- 
dantf,s de (2) et de (S )- Ces lignes de courbure ne sont pas ge- 
neralement honioth^tiques; mais les devdoppdhles (D), (D ) 
formees par les normales en tous leurs points le sont toujours. 
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Les courbes (C) et (C ), decrites par les centres C et G des 
deux sphe?*es (S) et (S ), out leurs tangentes correspondantes 
touj ours paralleles; par suite la droite CC engendre une de- 
veloppable et touche V arete de rebroussement (R) de cette de- 
veloppable en un certain point 0. Ce point O est le centre 
d'homothetie des deux developpables (D), (D ). Uhomologue 
du point C dans cette homothetie est le point C ; et le rapport 
de similitude est egal au rapport des distances de ces points 
C , G aux deux plans principaux qui contiennent respective- 
ment la tangente a la ligne de premiere courbure de (S ) et 
la tangente correspondante de (S). 

Dans cette proposition, il y a des points qui sont ^vidents a 
priori; il y en a d'autres que Ton pourrait demontrer par la Geo- 
melrie, mais qui resultent immediatement des relations prce- 
dentes. Les Equations (a5), par exemple, montrent immediatement 
que les deux courbes (C), (C ) ont leurs ta-ngentes toujonrs pa- 
ralleles et que \ estle rapport des distances OG et OC des points 
Co, C au point de contact de la droite GC avec la courbe qu'elle 
enveloppe necessairement. II est evident, au contraire, sans calcul 
que les developpables (D), (D ) sont homothetiques; car: ielles 
ont leurs plans tangents paralleles; a les plans de la premiere, 
coupant la sphere (S) sous un angle constant de cosinus egal a A, 
sont tous tangents a la sphere (S 7 ) concentrique 4 (S) et de rayon 
r\ji A-; 3 pour la m&ne raison, les plans de la seconde sont 
tangents a une sphere (S^) concentrique a (S ) et de rayon 
>'oV /]C ^o- O r ^ eux developpables dont les plans tangents sont 
paralleles sont evidemment homothetiques des qu'elles sont assu- 
jetties en outre a etre circonscrites respectivement a deux spheres 
(S') et(S' ). On passe de Tune a Tautre par rhoniothetie qui trans- 
forme (S ; ) en (Sg); de sorte que le centre d'homothetie est sur la 
ligne des centres CC et que le rapport de similitude est egal an 
rapport des rayons des deux spheres. Or, d'aprs la premiere for- 
mule(23), ce rapport est gal a A : le centre d'homothetie est, par 
suite, le point O. La proposition de M. Blutel se trouve ainsi com- 
pletement etablie. 

On verrait de mme que les developpables (D"), (DjJ) circon- 
scrites aux deux surfaces (S), (S ) en tous Jes points des lignes 
de courbure (K), (K ) sont homothetiques, car elles sont circon- 
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scrites a des spheres (S") et (S^), de rayons rh et /* Aoj concen- 
Iriques respectivement a (S) et (S ). Mais ni le rapport, ni le 
centre d'homothetie, ne sont les mmes que pour les developpables 
(D), (D ). Toutefois ce complement donne a la proposition de 
M, Blutel est essenliel pour la suite de la recherche. 

102o. II nous faut maintenant indiquer commentj a 1'aide des 
propositions precedentes, on pourra determiner toutes les sur- 
faces (S ) lorsque la surface (S) sera donnee. On aura sept fonctions 
inconnues a , # j CD? TO? A 0? ^? ^ et seulement les six equations 
(a3) ? (24) et (20); une des fonctions pourra done etre choisie 
arbitrairement. Si c'est \ par exemple, que Ton supposera ex- 
primee en a, les equations (24), (20) fourniront a Q: 6 ? ^o 3 [^ P ar 
des quadratures et les deux equations (28) determineront ensuite 
7*0} AO en fonction algebrique de r et de h. Du reste ces valeurs 
de r , AO ressortentimmediatement des formules precedentes (22). 
Comme on peut ajouter a toutes ces relations la suivante 

(26) d(h Q rQ)=\d(hr\ 

obtenue en difTerentiantla seconde equation (a3) et tenant compte 
de la relation (24), on reconnait que 7z ne pourra Stre egal a zero 
tant que A ne sera pas aussi egal a zro. En tenant compte aussi 
de la premiere Equation (28), on peut dire que A et A prennent 
en meme temps les valeurs o et i . 

Par suite, toutes les fois que (S) et (S ) auront leurs lignes de 
courbure circulates, tons les theoremes precedents leur sont 
applicables soit que 1'on prenne comme spheres (S) et (So) 
associees dans les enonces precedents, les deux spheres inscrites 
ou les deux spheres orthogonales aux deux surfaces. Ainsi se 
trouvent jus tifi6es les propositions dontnous avons fait usage plus 
haut au n 1006. 

1026. Pour que la solution pr^cedenle puisse fournir sans aucun 
signe de quadrature la surface (S ), il faudrait pouvoir resoudre 
sans aucun signe de quadrature les equations suivantes 



da "" db -" dc ~ d(rh) 
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apres quoi pi et r Q se determineraient sans difficulte par les for- 
mules (28). 

Le probleme auquel on se trouve ainsi conduit pent tre resolu 
de la maniere suivante : 

Determinons les rapports mutuels de quatre fonctions A, B, C, H 
de a par les relations suivantes 

A da-i-E db-+-G dc>+-E d(rh)=o, 

A d* a -}- B d* b -+- G d* c -+- H d* (rh) = o. 
La differentiation de ces relations nous conduira aux suivantes 



d*H d(rh ) = o, 

ou Ton pent remplacer, de meme que dans la premiere (28), rfa, 
dbj dc, d(rh} paries quantiles proportionnelles da 0j db , dc Q , 
r/(/- Ao) 5 de sorte que Ton aura necessairement 



<2?H d( r A ) = o, 
d*G dc Q + &R d(r h^= o. 



Prenons niaintenant comme inconnue auxiliaire u la fonction 
(3o) u = Aa -h B^o-H- Gco-f- Hr A - 

En differential les deux menibres de cette relation et tenant 
compte des formules (29), il viendra 



dB -h Co dC -r 

d*u = c?*A 4- 6 ^B -H c u #C -*- 
^ z/ = a fi? 8 A -h ^o ^ 3 B + c u c$ G -4- 

de sorte que # , 6 , c , r A seront determinees par ces trois 
Equations et s'exprimeront lin^airement au moyen de la fonction 
arbitraire u et de ses trois premieres derivees. 

La question proposee se trouve ainsi completement resolue. On 
pent remarquer que \ sera une fonction lineaire de u et de ses 
quatre premieres derivees; et comme Xrfa, \db, \dc, \d(rh) 
sont des differentielles exactes, \ sera Vadjointe de Texpression 
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lineaire qui, egalee a zero, donnerait une equation differ en tie lie 
admettant les solutions particulieres d, &', c 1 , (rhj. 

1027. Au lieu des calculs precedents on peutindiqnerune con- 
struction geometrique determinant la surface (S ). II suffit de re- 
marquer que les formules (a3), (24) et (a5) ne cessent pas de 
subsister si Ton y remplace d'abord h et A par i, puis r, r par 
/A, /'o/io- Gela revient a dire que les surfaces a ligjies de cour- 
bure circulaires (Sf)) (S^) enveloppees respectivement par les 
spheres (S ;/ ), (S^) out meme representation spherique. D'apres 
cela, la construction donnee plus haut (n 1007) et indiquee par 
M. Rouquet pour deduire de toute surface a lignes de courbure 
circulaires une surface de mme definition admettant mme repre- 
sentation spherique nous permettra de construire la sphere (S'J) 
et, par suite, la courbe (C ). Cette courbe une fois connue, on 
pourra construire le point 0, la sphere (S^), les developpables 
(D ), (DJ) qui se couperont suivant la ligne de courbnre (K ). 
Da reste, le carre du rayon de (S ) est la somme des carres dts 
rayons de (S' ) et de 



1028. Revenons a la solution analytique. Nous avons vu que la 
surface (S ) depend d'une fonction arbitraire. On pent disposer 
de cette fonction arbitraire de telle fagon que la surface remplisse 
certaines conditions donnees a 1'avance, par exemple que toutes 
les spheres (S ) soient orthogonales a une sphere fixe on passent 
par un point fixe. Ges deux conditions se traduisent, avec des axes 
convenables, par une equation de la forme suivante 

J + &o + o ; 'o = const.; 

et, sil'ony substituelesvaleurs de a , 0j C QJ /*o en fonction de u, 
on obtiendra une equation differentielle du 4 e ordre a laquelle 
devra satisfaire cette fonction. Cette equation est quadratique; 
.raais, en la diff^rentiant, on fera apparaitre le facteurX que Ton 
devra supprimer; et il restera une Equation lineaire du 5 e ordre. 
Cela se voit tout de suite si on t'Scril sous la forme 
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Car en differential! t il viendra 



X [a da -f- b Q db ^-c^dc r Q h Q d( rh)] 

Ainsi, parmi les surfaces (S ), il en existe toujours un nonabre 
illimite pour lesquelles les spheres (S ) passent par un point fixe 
ou sont orthogonales a une sphere fixe. 

Or, toule surface (S) pour laquelle les spheres (S) passent par 
un point fixe est 1'inverse par rapport a ce point d'une surface (T) 
a lignes de courbure planes. Done on pourra toujours, par des 
constructions geometriques qui ri exigent aucune integration, 
faire deriver toutes les surfaces 6 lignes de courbure sphe- 
riques des surfaces a lignes de courbure planes : i en prenant 
les inverses de celles-ci; 2 en construisant ensuite les siwfaces 
a lignes de courbure spheriqaes de me me representation sphe- 
rique que ces inverses. 

1029* De cetle generation des surfaces a lignes de courbure 
spheriques resultent plusieurs proprietes que nous allons in- 
diquer. 

Remarquons que, pour deux surfaces (S), (S ) ayant meme re- 
presentation spherique et pour deux lignes de courbure pheriques 
correspondantes (K), (K ), les cones enveloppes des plans nor- 
maux ont leurs plans tangents paralleles et, par suite, sont homo- 
thetiques. Les developpees isotropes des lignes (K), (K ), deve- 
loppees qui sont tracees sur ces cones, ont leurs tangentes 
paralleles, et sont, par suite, des courbes homothetiques (bien 
que leur rapport d'hornothetie ne soit pas en general egal a X). Si 
nous supposons que, pour la surface (I ) 3 toutes les spheres (S ) 
passent par un point fixe, cette surface sera Tinverse d'une sur- 
face (T) a lignes de courbure planes, et les developpees isotropes 
de ses lignes de courbure (K ) seront les inverses des developpees 
isotropes des lignes de courbure planes de (T). C'est, en effet, 
une propriele essentielle, signalee depuis longtemps (^), des d6- 
veloppables et par suite des developpees isotropes, de se conserver 
par Pinversion. Comme les developpees isotropes des lignes de 



(') Voir la premiere Partie de POuvrage cite plus haut [III, p. 479]. 
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courbure planes de (T) sont egales, nous pouvons done enoncer 
la proposition suivante : 

Etant donnee une surface a lignes de courbure spheriques 
(2), toutes les developpees isotropes de ses lignes de courbure 
spheriques peuvent, par des inversions convenables appllquees 
a chacune d'elles, se transformer en des courbes identiques. 

En d'autres termes, en soumettant les lignes de courbure (K) 
a des inversions convenables et variant de rune a Vautre ligne, 
on pent les placer toutes sur une tneme developpable iso- 



Si done une des lignes de courbure spheriques est alge- 
brique, toutes les autres sont necessairement algebriques. 

1030. Les remarques que nous venons de signaler rapprochent 
evidemment les surfaces a lignes de courbure spheriques des 
surfaces a lignes de courbure planes; et Ton est conduit ainsia re- 
chercher s'il n'existerait pas, pour les lignes de courbure sphe- 
riques, une proposition analogue au theoreme du n 1000. Cette 
proposition existe effeclivenient, mais son enonce demande 
quelques explications pr6liminaires. 

Considerons, d'une maniere generale, deux inversions, definies 
paries deux spheres principales (S) et (S ). L'effet de ces deux 
inversions ne sera pas chang ('), si Ton substitue a ces deux 
spheres (S), (S ) deux autres spheres passant par leur cercle d'in- 
lersection (C) et se coupant sous le mfrme angle a que les deux 
premieres. On peut done dire que Teffet des deux inversions est 
defini si Ton donne le cercle (C) et Tangle a. Ajoutons que, pour 
choisir les deux spheres principales des deux inversions sue- 
cessives dans Tordre convenable, il faut indiquer aussi un sens 
determine sur le cercle (C). Nous appellerons reflet de ces deux 
inversions une rotation d 3 angle a autour du cercle (C). Tandis 
qu'une inversion simple iniprime toujours des d^placements finis 
aux points de Tespace qui ne sont pas voisins de la sphere prin- 



Voir, en particulier, la Note VI de TOuvrage cit6 a la page pr6cdente. 
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cipale, une rotation autour cVun cercle pent imprimer des de- 
placements infmiment pettts a tous les points de 1'espace, pourvu 
que son angle soil infiniment petit. 

Si Ton soumet la figure et sa transformee a une inversion dont 
le pole se trouve sur le cercle (C), la rotation antotir de ce cercle 
se transforme en une rotation du m^me angle autour de la droite 
transformee du cercle. 

1031. Si Ton adraet cette generalisation de la notion de rota- 
tion, il est clair qu'on pent soumetlre toute surface a lignes de 
courbure circulaires (S)a une deformation analogue a cette defor- 
mation particuli&re d'une developpable dans laquelle les genera- 
trices rectilignes restent rectilignes. Faisons corresponds aux 
cercles de la surface les generatrices rectilignes d'une develop- 
pable; aux rotations infiniment petites autour de ces generatrices 
rectilignes, des rotations d'angle egal autour des cercles corres- 
pondants. A toute flexion de la developpable correspondra une 
flexion isomorphe de la surface (S), comportant dans sa definition 
une fonction arbitraire. 

Cette notion admise, le lecteur demontrera aisement le theoreme 
suivant : 

Pour obtenir la surface a lignes de courbure spheriques la 
plus generale on coupe une developpable isotrope (A) par une 
famille de spheres (S); on soumet ensuite ces spheres et leur 
surface enveloppetS] a la flexion qui vient d j etre dejinie. Les 
sections de la developpable (&) par les spheres (S) se transfer- 
ment ainsi dans une famille de courbes engendrant la surface 
cherchee. 

Les surfaces qui coupent a angle droit une famille de spheres (S) 
apparaissent ainsi comme les analogues des surfaces moulures de 
Monge. Pour elles, les lignes de courbure sont les transformes 
par des inversions d'une meme courbe, d'ailleurs quelconque. 

La proposition precedente perrnet evidemment de retrouver les 
propositions que nous avons obtenues pins haul (n 1029). 

1032. Nous terminerons ce Chapitre en donnant la demonstra- 
tion d'une proposition deja enoncee au n 483, et en determinant 
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toutes les surfaces dontles lignes de courbure sont planes oti sphe- 
riques dans les deux syslemes. Nous commencerons par etablir 
un lemme relatif a deux equations simultanees aux derivees par- 
tielles du premier ordre. Soient, avec les notations habituelles, 



ces deux equations. Si Ton vent qu'elles admettent line solution 
commune avec une constants arbitraire, il faudra, comme on 
sait, que la relation 



35 



se verifie identiquement ou soit une consequence des proposees. 
La premiere equation aux derivees partielles (3s) a ses caracte- 
ristiques definies par les equations diSerentielles 



dp dq d.c 



de meme, pour la seconde, les caracLeristiques sont definies par le 
systeme suivant 





dp dq dx ^ dz 



de sorte que la condition d'integrabilite (33) se ramene a la re- 
lation 

(36) dp &r o/> dx + dq vy vq dy = o, 

qui doit avoir lieu, bien evidemment, pour deux directions quel- 
conques, en chaque point d'une surface integrate. Or, supposons 
que les caracteristiques soient les lignes de premiere courbure 
pour la premiere Equation, et les lignes de seconde courbure pour 
la seconde. On. aura alors 

dp _ dq __ . Zp __ ^ zq __ 

^^ dx ->rp dz ~~* dy -H q ds ~~ 7 o^?H-/?o^ q^' -h q 05 "" ' ' 
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A et [JL d^signant des inconaues auxiliaires; de sorte que la con- 
dition d'mtegrabilite (36) oft Ton remplacera dp, S/>, dq, Sy par 
leurs valeurs deduites des equations precedentes prendra la forme 

(\ jji) ( dx oa? -H cly oy -h ds as) = o, 

et elle exprimera simplement, ), etant different de p., la propriete 
d'orthogonalite des deux families de lignes de courbure. 

1033. D'apres cela, supposons qu'une surface (2) ait toutes ses 
lignes de courbure spberiques. Designons par (Si) les spheres 
qui contiennent les lignes de premiere courbure et par (S 2 ) les 
spheres qui contiennent les lignes deseconde courbure. Soiento), 
Tangle sous lequel la surface doit couper la sphere (S,) et co 2 
Tangle sous lequel elle doit couper la sphere (So). Parmi les 
spheres (S 4 ) et (S 2 ), choisissons celles qui se coupent en un 
point M de Tespace et dont Tintersection est un cercle (C) qui 
passe en M. Le plan tangent en M a la surface cherchee sera evi- 
demment defini par la double condition de faire les angles CD, et o) 2 
respectivement avec les plans tangents en M aux deux spheres (S, ) 
et (S 2 ); cette double condition montre qu'il doit etre tangent a 
deux c6nes de revolution ayant pour axes les rayons des deux 
spheres qui passent en M, ce qui donne, en general, quatre plans 
distincts. Prenons Tun quelconque d'entre eux. II coupera evi- 
derament les deux plans tangents aux spheres suivant les deux 
tangentes principals de la surface cherchee. Par consequent, 
pour que la surface existe, pour que la condition d'integrabilite 
soit ^erifiee, il sera necessaire et suffisant que ces deux droites 
soient rectangutaires. Gela donne une condition a laquelle 
doivent satisfaire les deux families de spheres (S t ) et(S 2 ). Cette 
condition peut d'ailleurs s'exprimer sous la forme suivante. 

Pour chaque point du cercle (C), construisons le triedre ayant 
pour aretes les rayons des deux spheres (S,), (S 3 ) qui aboutissent 
a ce point et la normale a la surface cherchee : le diMre forme 
par les faces du triedre qui se coupent suivant cette normale 
devra etre droit; et, par suite, si V designe Tangle des spheres 
(S^, (S 2 ), la Trigonometric nous donnera imm^diatement la rela- 
tion suivante 

(38) cosV = 
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Si ies equations des deux families de spheres (S^ et (S 2 ) sont 
donnees sous Ies formes suivantes 



#! , b { , Ci , rj , co 1 etant fonctions d'un parametre a et a, b^ Co, r 
d'un aulre parametre {J, la relation (38) donnera la condition 

(40) (i 2 ) 2 -h (61 6 2 ) 2 -4- (Ci C 2 ) 2 = 7'f-f- 7*| 2/'ir 2 COSWi COSOlj 



qui devra etre verifiee identiquement et qui a ete le point de de- 
part duMemoire de M. J.-A. Serret( l ). 

1034. Au lieu de snivre la meme methode, nous reprendrons 
le cercle (C) intersection des deux spheres (S<) et (So) et nous 
remarquerons que, si (S) est la surface cherchee, une sphere (U) 
tangente en M a (S) coupera le cercle (C) en un second point Mi 
telquele plan tangent a cette sphere enM^ fasse aussiles angles Wj, 
o> 2 avecles deux spheres (Sj),(S 2 ) et coupe Ies plans tangents en 
ce mme point M f auxdeux spheres suivant deux droites rectan- 
gulaires. II sera done toujours possible d'associer a la surface 
cherchee (S) une autre surface (S^) de monies proprietes, de 
mme definition, coupant Ies spheres (S d ) et (S 2 ) sous Ies monies 
angles, telle, en outre, que (S) et (S { ) constituent, a elles deux, 
Ies deux nappes de Tenveloppe des spheres variables (U); et, de 
plus, Ies lignes de courbure se correspondent evidemment sur 
tes deux nappes de cette enveloppe de spheres ( 2 ). 

Nous pourrons done appliquer Ies propositions demontrees au 



() J.-A. SERRET, Memoire sur Ies surfaces dont toutes Ies lignes de cour- 
bure sont planes ou spheriques (Journal deLiouville, t. X.VIII, i re serie, p. u3; 
i853). 

( s ) Pour bien comprendre ce point essentiel, remarquons que, lorsqu*on donne 
a priori Ies families de spheres (S t ), (S 3 ) ainsi que Ies angles d> t , u a sous Ies- 
quels ces spheres doivent 6tre coupees par la surface cherchde (S), cette surface 
devra ye"rifier deux Equations aux derivees partielles du premier ordre qui ad- 
mettront une integrate commune avec une constante arbttraire toutes Ies fois 
que la condition (38) ou (4o) sera verifie*e. Mais, comme il passe, en chaque 
point du cercle (C), quatre plans tangents coupant respectivement Ies spheres (Sj, 
(S a ) sous Ies angles c^, o> 3 , il y aura quatre families distinctes de surfaces (S), 
D. - IV. 17 
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Livre IV, Chapitre XV, relalivement a ces enveloppes. Pour plus 
de symetrie, nous emploierons les coordonnees pentaspheriques 
(Liv* II, Chap. VI). Soit 



1'equation de la sphere (U). Solent de meme 

5 

2<ar,*i=o, (43) 



les equalions des spheres (Si) et (So); les a t etant des fonctions 
d'un parametre a et les bi des fonctions d'un paramtre [3; les ;?j/ 
dependront a la fois de a et de ji. 

Pour avoir les deux points de contact de (U) avec son enve- 
loppe, il faut joindre a Tequation (4i) ses deux derivees 



Les deux points de contact devant se Irouver par hypothese sur 
les spheres (S t ) (S a ), les cinq equations precedentes doivent se 
reduire a trois. On aura done necessairement 



(45) 



A, X A, B, A l? Bi etant des fonctions auxiliaires et i devant re- 
cevoir les valeurs i , 2, . . . , 5. 

D'autre part, les six coordonnees mi de la sphere (U) doivent 
tre (n 477) des solutions particulieres d'une equation anx de- 
rivees partielles de la fornie suivante : 



qui correspondront aux quatre plans precedents; et ces families se grouperont 
deux a deux de telle maniere que deux surfaces differentes prises dans deux fa- 
milies associees forment les deux nappes de 1'enveloppe de spheres que nous con- 
si derons dans le texte. 
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Substituons dans cette equation les valeurs de 3 -^ definies 

v3C O p 

par les equations (45) et celle de -r-^jg deduite, par exemple, de 
la premiere de ces equations. Nous aurons 

(33 + CX "^ D)vl "^ W%1 ^ E ) m/4 " (jft -t-CA-4-D.Vj H- X A^a, 



Si les coefficients de a/, #/, &;, m/ dans cette Equation n'etaient 
pas nuls, Pequation (4i) de la sphere tang-en te apparattrait comme 
tme combinaison lineaire des equations 



ce qui est en contradiction avec la remarque faite au debut de ce 
numero, ces trois equations definissant deux points determines 
du cercle (G). II faut done que la relation (46) se reduise a une 
identite et que Ton ait, en particulier, 



On verra de m^rne que Ton a aussi 



de sorte que les deux equations (45) peuvent se ramener a la 
forme plus simple 

d m i ^ A 

. = A n\i -4- A ati 
ox 



ficrivons maintenant que les deux valeurs de j-^ d^duites de 
ces Equations sont ^gales. II viendra 



Pour les raisons deja indiqu^es, on doit avoir 



- 

d<t ~ ' d? ~ ' ' doc 
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Ces Equations nous donnent, en introduisanl une fonction 
auxiliaire/ij 

T dh , _ i dh d(A/Q _ (?(B/Q __ 

A -~/i^' Al ~"~Adjr ~~l~~~' ~~^r~- 0> 

Nous aurons done 



et les equations (47) nous fournironl la yaleur suivante de m/ 
m f /i =/",/() rfa 4- r^oCpJrfp. 

Gomme on peut evidemment multiplier tous les m/ par une fonc- 
tion quelconque A, nous pourrons prendre, pour i = i ? 2, 3, 4, 5, 



L'equalion alaquelle satisfont (n 477) les six coordonnees de la 
sphere sera done 

d 2 nit 



= o, 



de sorte que la sixieme coordonnee m & sera, elle aussi, la 
somme d* une fonction de a et d'une fonction de p. 

1035, Reciproquement, considerons la surface enveloppe d'une 
sphere pour laquelle les six coordonnees sont donnees par la for- 
mule 

(48) ;n,= AH-Bf, 

ou A/, B/ dependent respectivement de a et de p. Pour obtenir la 
surface il faudra joindre a P equation 



(49) 

ses deux derivees 

(5o) 
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par rapport a a et a p. Prises isolement, les deux equations prece- 
dentes definissent deux courbes spheriques de la surface. La 
sphere qui contient la premiere, par exemple, coupe la surface 
sous un angle co, defini par la formule (n Io6) 



cosco t = 



Or si 1'on difference, par rapport a a. la relation identique 




qui doit necessairement exister (n 156) entre les six coordonnees 
de la sphere, il vient 



de sorte que Ton a 




L' angle 0)4 etant une fonction de a, on voit que la sphere definie 
par la premiere equation (5o) coupe la surface sous un angle 
qui est partout le mme-, et, par suite, les courLes de param^tre a 
sont des lignes de courbure spheriques de la surface. La demon- 
stration est toute semblable pour les lignes de parametre p. 

En rsum, nous obtenons la proposition suivante : 

Pour definir les surfaces dont toutes les lignes de courbure 
sont planes ou spheriques, on determinera de la maniere la 
plus generate six fonctions A/ de a et six fonctions B t - de $ ve- 



a62 L1VIIE VIII. CHAPITRE XI. 

rifiant identiquement la relation 



(5-2) 

puis on prendra renveloppe de la sphere variable 



Les deux nappes de cette enveloppe seront deux des surfaces 
cherchees. 

C'est la proposition deja enonce an n -483. 

1036. Appliquons-la a la determination effective des surfaces 
cherchees : il faudra d'abord resoudre I'equation fonctionnelle (5a). 
Cette resolution se simplifie beaucoup si J'on emploie toutes les 
substitutions lineaires orthogonales, qui transformed en elle- 
meme la forme quadratique 



Dans la geometric des spheres elles jouent le mme role que le 
changement de coordonnees dans la geometric du plan. En uti- 
lisant les resultats obtenus an Livre II ; Chap. VI, on reconnaitra 
aisement qu'onles obtient toutes en combinant des d^placements ? 
des inversions, des dilatations (augmentation d'une quantite 
constante pour le rayon de toute sphere). Nous admettrons ce re- 
sultat. 

Si nous differentions Fequation a resoudre parrappox-t a a et 
a ^5 elle devient 

(54) 



Etudions d'abord cette derniere equation. 

Comme tons les B^. ne sont pas nuls, en donnant a J3 une yaleur 
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fixe quelconque, on obtiendra ail moins une relation lineaire, a 
coefficients constants, entre les AJ. Supposons d'abord qu'il 
n'existe qu'une pareille relation, savoir 



Si Ton a 



on peut, par une substitution orthogonale, ramener la relation a la 
forme 



et si Ton a 



on la ramene de mme a la forme suivante 
(56) A' (l -v-tA r 6 = o. 

Dans le premier cas, pour que Inequation (54) soit verifiee, il 
fant que 1'on ait 

Bi = Bi = Bi = B' l= =:Bi = o 

et Fequation (5a) devient alors 



Le premier membre ne pouvant d^pendre que de a et le second 
dependant necessairemenl de (3, il y a impossibility Le raisonne- 
ment s'appliquera de mme si Ton subslitue la relation (56) a la 
prec^dente (55). II n'y a done, en ajant egarda ce que Techange 
de a etde p revient a un changement de notations, qu'a examiner 
deux hypotheses : i ou bien il y a deux relations lineaires entre 
les derivees AJ par exemple, et quatre entre les derivees B^.; 2 ou 
bien il y a trois relations lineaires entre les unes et les autres. 

Une discussion facile montre que des relations lineaires, en 
nornbre quelconque, entre les A^. par exemple, peuvent toujours,, 
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par une substitution orthogonale, etre ramenees a verifier les 
deux conditions suivantes : 

i Chaque relation sera de la forme 

A/i=o ou A' 7i -{-A' A =o; 

2 De plus, la mme derivee A! h ne figure que dans une seule 
relation. 

Les cas ou quelques-unes des relations contiennent deux deri- 
vees se deduisent des autres par le passage a la limite. 

1037. D'apres cela, s'Jl y a deux relations seulement entre 
les A/, on pourra, en se bornant au cas general, les prendre sous 
la forme 

A' 4 = o, A' 5 = o. 

II faudra que Ton ail 

par suite, Bj, B 2 , B 3 , B 6 , A 3 , A 4 seront des constantes que Ton 
pourra prendre egales a zero; de sorte que Tequation a \ 7 erifier 
prendra la forme 



et chacun de ses membres devra se reduire a une constante. On 
pourra prendre par exemple 

64= cos p, B 5 =sinp, 
Aj + Aj-i-Aj + Aj^-i. 

Si Ton choisit un systeme de spheres coordonnees comprenant 
les trois plans principaux, la sphere de coordonnees mi sera de- 
dale, en coordonnees cartesiennes x,y, z, par 1'equation suivante 



- - 
de sorte qu'ici la surface cherchee deviendra 1'enveloppe de la 
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sphere 

(5j) 2Aia?-h 2 A 2 ^ -4- 2A 3 4- e*?> '- <r~ z "PR = o. 

En joignant a Pequation pr^cedente les deux derivees 

(58) ( * 



on reconnait que cette surface se reduit a un cone, d'ailleurs 
quelconque. 

1038. Envisageons maiatenant le cas ou il y a Irois relations 
entre les AJ; et, nous bornant toujours an cas le plus general, 
prenons-les sous la forme 

A' 4 = A' 8 = A' 6 = o; 
il viendra 



On pourra encore supposer nulles A 4? A 3 , A G , B^, B 2 , B 3 , et Ton 
aura 



II sera necessaire et suffisant que les deux membres se reduisent a 
une m^me constante. 
La surface etant 1'enveloppe de la sphere definie par Fequation 



= o, 



il faudra joindre a cette equation les deux derivees 

I A'jtfH- 

(60) \ rplH-ylH-^ Rl 



= o. 



On voitque les lignes de premiere courbure sont dans les plans 
tangents d'un c&ne et que les lignes de seconde courbure sont sur 
les spheres ayanl pour centre le sommel de ce c6ne. On reconnait 
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la surface de Monge, dont toutes les normales sont tangentes 
a un cone. 

En resume, on peut enoncer le iheoreme suivant : 

Les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes ou 
spheric/lies se deduisent, par des inversions et des dilatations, 
soil d'un cone, soit de la surface dont toutes les normales sont 
tangentes a un cone, on lien elles derivent par degenerescence 
des surfaces ainsi obtenues. 
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CHAPITRE XII. 

GENERALISATIONS DIVERSES. 

Systemes d'equations Hneaires aux derivees partielles du second ordre a n va- 
riables independantes dans lesquels chaque equation ne contient qu'une derivee 
seconde prise par rapport a deux variables differentes. Forme type de ces 
systemes, condition pour qu'ils admettent 714-1 integrates lineairement inde- 
pendantes.- Extension a ces systemes de la methode de Laplace. Comment 
on les integre lorsque la suite de Laplace se termine dans un sens. Indica- 
tion de certains systemes generaux dont Pintegrale peut etre obtenue. Gas 
particuliers. Applications geome'triques. Systemes de coordonnees curvi- 
lignes a lignes conjuguees. Ces systemes sont les seuls qui puissent corres- 
pondre a d'autres systemes, les plans tangents aux surfaces coordonnees etant 
paralleles pour les points correspondants. Interpretation geometrique des 
substitutions de Laplace generalisees. Cas particulier des systemes triples 
orthogonaux. Theoreme de M. Combescure. Demonstration directe de ce 
theoreme. Application. Determination d'une classe de systemes triples pour 
lesquels toutes les lignes de courbure sont planes. En combinant Finver- 
sion avec le theoreme de M. Combescure, on peut faire deriver d'un systeme 
triple orthogonal une suite illimitee de systemes analogues. Determina- 
tion des systemes orthogonaux a lignes de courbure planes dans un seul sys- 
teme. Determination des systemes orthogonaux a lignes de courbure sphe- 
riques dans un seul systeme. 



1039. Bien qu'il n'entre pas dans notre plan de faire une etude 
detaillee et complete des systemes orthogonaux, nous croyons 
cependant qu'il sera utile, pour bien-saisir les methodes prece- 
dentes, de monlrer comment elles peuvent ^tre generalisees et 
etendues. Nous trouverons ainsi Foccasion de revenir sur les pro- 
positions analytiques elablies au Livre IV et de montrer qu'elles 
peuvent tre Leaucoup developp^es; que les demonstrations sub- 
sistent, presque sans modification, lorsqu'on substitue a une 
Equation lineaire du second ordre certains systemes du meme 
ordre auxquels doit satisfaire une fonction inconnue de plusieurs 
variables. 

Designons par p, p ( , p 2 , ..., p n _i un systeme de n variables 
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independantes et envisageons le systeme des equations 

d^u du du 

(\\ == O-ik ~T" &ki " ' 

d^id^k d^k d^i 

oil z et k peuvent prendre deux valeurs differentes quelconques 
dans la suite o, 1,2, . . ., n i; de sorte que le systeme com- 

prend n ~~ l * equations simultanees. Nous chercherons en pre- 
mier lieu les conditions qui sont necessaires pour qu'il admette, 
en dehors de la solution evidente M = I, n solutions distinctes, 
lineairement independantes. 

Pour obtenir ces conditions, nous allons former de trois ma- 
meres diSerentes les valeurs des derivees troisi ernes telles que 

- r r et nous ecrirons que ces valeurs sont egales. On trouve, 

Q$l (JQj, QQ{ A ' 

par exemple, en prenantla derivee de Tequation (i) par rapport 
a p/, I etant different de i et de A% et en substituant les valeurs des 
derivees secondes qu'introduit cette operation, 



du , du 



Permutons dans les deux membres les indices k et Z, par exemple; 
le premier membre ne changera pas. Comme, par hypothese, le 
systeme doit admettre n solutions lineairement independantes ou, 
ce qui revient au m^me, une solution dont les derivees premieres 
peuvent etre choisies arbitrairement pour un systeme quelconque 
de valeurs des variables independantes, les coefficients des memes 
derivees du premier ordre devront tre egaux dans les deux ex- 
pressions ainsi obtenues de la derivee troisieme. Cela nous con- 
duit a des relations du type suivant 



Echangeons dans cette relation les indices i et I : le second 
membre ne change pas. On doit done avoir 
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et, par consequent, a/#, a^ sont les derivees, par rapport a p/ el 
a p/, d'une mrne fonction que nous designerons par logHA-; de 
sorte que Ton pourra poser 



L'equation de condition (2) deviendra 

d*H /f _ i_ dtti tm _^_ j_ t)H, dH A 
U; <??/<>?/ ""* H, dp, do, : H/ dp, "dp/ ' 

el le systeme (i) prendra la forme suivante 



d- U 



- I ( ? (| (M __ : t ', 

c^p75pl"" HI. "SpT ^?I ~~ H^ 5pT 3pi ~~ \, A- = O, i, a, ...,n i/" 

Les relations (4) 5 anxquelles doiventsatisfaire les fonctions H/, 

, j n ( n i ) ( n a ) AT . , . , , . , 

sont au nombre de - - - - iNous indiquerons plus Join de 

nombreux exemples dans lesquels ces relations en si grand nombre 
sont toutes verifiees. Dans ce cas le systeme (5) admettra d'ailleurs, 
non seulement n solutions particulieres lineairenient Jndepen- 
dantes, mais aussi une solution generate contenant n fonctions 
arbitrages d'une seule variable independante; c'est-a-dire que, si 
Ton calcule de proche en proche les derivees desdifFerents ordres 
de u pour un systeme quelconque de valeurs de p, p i? . . ,, ?n~\j 

les derivees de chaque ordre relatives a tine seule variable -T ? 

T. dpm 

d m u i i 

-) demeureront toujours arbitrages. 

Pour ne pas compliquer la th^orie, nous avons laisse de c6te 
les systemes de la forme 

d^u du du , 

(6 ) - - A --- a/* 3 -- aki -,- btk u = o, 



qui contiennent la fonction inconnue; mais, des que Ton en con- 
naitra une solution particuliere u r * il suffira d'effectuerla substi- 
tution 



pour ^tre ramene a un systeme en 9 qui devra admettre la solu- 
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lion c~ i el, par suite, sera de la forme (i). On pent done dire 
one, des qu'un systeme de la forme precedente admet n 4- 1 solu- 
tions lineairement iadependantes > il est reducible a la forme (5) 
et admet ime solution contenant n fonctions arbitrages d'une va- 
riable. 

1040, Si Ton designe, conform^ment a une notation deja 
employee an LivrelV, par fik(u) le premier membre de liqua- 
tion (5), c'est-a-dire si Ton pose 

d-u i dHk du i dHf dii 

(7) 



on reconnaitra ais^ment que les relations auxquelles doivent satis- 
faire les H; s*expriment par la formule simple 

(8) //*(H/)=o (i^k^l). 

D'apres la maniere m6me dont on les a obtenues, on voit qu'il 
y a, entre les syrnboles/^, les relations identiques 



(9) 



les indices z, A*, / etant toujours supposes difFerents. Ces identites 
montrent d^ja que les relations auxquelles doivent satisfaire les 
fonctions H ne sont pas essenliellement distinctes. 

Elles permettent encore de donner une forme plus precise a un 
enonce precedent et de demontrer que, sous les conditions ha- 
bituelles de continuite pour Jes coefficients, le systeme des Equa- 
tions aux derivees partielles simultanees (5) admet une solution u 
satisfaisant aux conditions initiales suivantes : 

Soient p, oj, . . ., p^ un systeme de valeurs des variables in- 
dependantes.Choisissonsnfonctions/(o),/, (p,), ...,/n.i(pi), 
assujetties a Tunique condition de se reduire a une meme con- 
stante quand on remplace dans chacune d'elles la variable p/ par 
sa valeur initiale pj. II existera une solution du systSme (5), et 



GENERALISATIONS DIVERSES. 1~t 

une seule, se reduisant a//(o/) lorsque toutes les variables p* 
autres que p/ se reduiront a leurs valeurs initiales pjj. 

Gette proposition est une simple consequence de celle que nous 
avons etablie au Livre IV, Chap. IV, relativement a une seule 
equation. Pour plus de nettete, bornons-nous au cas de trois va- 
riables independantes p, p 1? p 2 . La solution cherchee u doit se 
reduire 

a /(p) pour pi = ?i, ?2 = ?S. 

a/i(?i) pour ? = ?, ?> = ?2. 
? = ?^ ?i = P?- 



Elle sera done pleinement determinee, /?or p l =pj, par la 
condition de satisfaire a Tequation 



et de se reduire a/(p) ou a /o(pa) suivant que p a on p prennent 
les valeurs p?> ou p. Soil u 1 la fonction, ainsi obtenue, de p et 
de p a . 

Pour le meme molif, la fonction u sera determinee, pour p = p, 
par la condition de satisfaire a Tequation 



et de se reduire a f\ (pi) ou a/o(p 2 ) suivant que pa cm pi prennenl 
les valeurs initiales p!J ou pj. Soit if la fonction ainsi obtenue 
de p 4 et de p 2 . 

Cela pose, en vertu meme de la proposition que nous venons 
d'invoquer, la fonction cherchee u sera completement determinee 
par la condition de satisfaire a 1'equation 



pour toutes les valeurs de p, p <5 p 2 , de se reduire a u\ pour 
p^ = pj, et a if pour p = p. II ne reste plus qu'a demontrer que 
la fonction ainsi obtenue satisfait, pour toutes les valeurs des va- 
riables independantes, aux deux autres Equations 



qui composent, dans ce cas, le systeme (5). 

Si Ton tient compte de Tequation (), les identites (9) nous 
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donnent ici les relations 

i dH, , i dE 






qui ontlieu pour toutes les valeurs des variables independantes. 
Ces relations peuvent etre envisagees comme des equations aux 
derivees partielles du premier ordre auxquelles doivenl satisfaire 
les deux fonctions inconnues / 20 (^), /2i(^)' ^ n eliminant, par 
e,/ 2 o(tt)j on sera con( luit a une equation dela forme 



Recherchons les conditions initiales auxquelles doit satisfaire 
, 2 (z^). On a d'abord, ?^ se reduisant alors a u'' r , 



D'autrepart, si Ton fait, dans les identites(i), p t =pj, comme 
on a alors f^(u) = o, il vient 



et, de la, on deduit 

/ l2 (a) = H 1 ^(p 2 ) pour pi = p?- 

Mais commef^ 2 (u) est nul par hjpothese pour p = p, quelles 
que soient les autres variables, il faudra que Ton ait 

HI ^(pa) = : o pour p = p, 

et ? par consequent, H 4 n'etant pas nul en vertu des conditions 
de continuite, 



On voit que la fonction f^(u) devra ^tre nulle soit pour 
p = ? soit pour p f =p et, comme elle doit en outre verijSer 
Fequation (c), elle sera necessairement nulle pour toutes les va- 
leurs de p } p i? p 2 . 
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Le raisonnement fait pour/, 2 (w) se repete evideimnent pour 
/O2(w) et Ton voit que la fonction u satisfait aussi a 1'equation 

fw(it)=o, 
ce qui acheve la demonstration. 

1041. Nous ajouterons la remarque suivante relative aux 
relations entre les HZ. Introduisons les quantites (3/ definies par 
la formule 



Les relations (4) ou (8) s'exprimeront uniquement an mojen 
des j3/# et prendront la forme simple 

de sorte que, si Ton pose 

il viendra 

fog _ o o 

et Ton aura, par suite, 



Ces relations permettent d'introduire une fonction V telle que 
Ton ait 



On peut exprimer tons les (i^ en fonction de V, former des 
equations aux d6rives partielles auxquelles V devra satisfaire; 
mais nous laisserons de c6te tout ce qui concerne cette fonction. 

1042. Supposons que Ton ait obtenu d'une maniere quelconque 
un syst^me de la forme (5), pour lequel toutes les conditions 
d 7 inlegrabilit6 soient v&ifiees, et prop o sons-nous de rechercner 
comment on peut 1'intSgrer. 

D. IV. 18 
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Nous aliens montrer qu'ici encore on peut employer avec 
succes la substitution de Laplace (n 330). 
Considerons, en effet, 1'equation particuliere 



(12) 

Si elle elait sede et si Ton voulait lui appliquer la substitution 
de Laplace, il faudrait, par exernple, substituer a u la fonction ^, 
definie par Pequation 

dii i dEk , ^ 



Si Ton pose alors 



on aura 



et 9 satisfera a Tequation 

r)2 ri r 

(16) 
oul'onapos6 



On verra de meme que si 1'on introduit les quantites L^ de- 
iinies par les relations 



08) 



la fonction 9 satisfera, pour toutes les valeurs distinctes de f et 
de A-', au sjsteme 



f d z r __ r dL// <?p t ^Lyf dv 

* 9 "" 



tout semblable au propose. 
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Comme on a -^ t - equations, coninie chacune fournit deux 



substitutions, on voit que chaque systeme de la forme (5) admettra, 
en general, n(n i) systemes derives, n(?i i) systemes con- 
tigus. De ceux-ci, on pourra en deduire d'autres etcontinuer, soit 
indefiniment, soit an moins jusqu'a ce que Tune des equations 
qui composent le systeme ait un de ses deux invariants egal a 
zero. 

II y a de nombreuses relations entre toutes les substitutions 
ainsi obtenues : nous nous contenterons de signaler la propriete 
suivante : 

Si Ton designe par S// r la substitution definie par laformule (i3), 
Feffet de deux substitutions S^ 5 S^'appliquees successivement ne 
change pas lorsqu'on echange, soit les deux premiers, soit les 
deux seconds indices. 

1043. Examinons ce qui arrive lorsqu'une des substitutions S/A- 
devient impossible, c'est~a-dire lorsque Fequation d'indices i et A" 
du systeme (5) a Fun de ses invariants nuls. Pour plus de simpli- 
cite, nous nous bornerons au cas de trois variables p, p t , p 2n qui 
se presentera seul dans les applications. 

Gonsiderons Tequation 

d*u i dE { du, T JH 2 du 



et supposons que son invariant 



^ log HJ T c)H t i c)H 2 
d?id? 2 ' Hj. dp 8 H 2 c?pi 



soit nul, Cela se traduira par la relation 



On a deja 



Si done nous substituons H, & la place de u dans les iden 
tites (gJouFonremplacera'paro, i, 2 les indices diffe>ents z, A*, / 
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il viendra 



On deduit done de la, soil 



soil 

/ ^ J.dBi_l 

{**> Hi d 2 """ H 



Envisageons d'abord la premiere hypothese : HI est alors une 
solution des trois equations qui composent le systme; si 1'on 
effectue la substitution 



on aura un systeme tout semblable au propose, mais dans lequel, 
H 2 et H 3 etant remplaees par de nouvelles fonctions, H, serait 
fait egal a Funite. Introduisons done, pour ne pas changer de no- 
tations, cette hypothese direetement dans le systeme propos6. La 
premiere et la troisime equation s'integreront a vue et nous 
donneront 

=H q S ~ = HT 

S 4 et T! etant des fonetions qui ne dependent pas de p<. Portant 
successivement les valeurs de ~ 3 -r dans la seconde equation, 

yO (/Oo 

nous trouverons 

dp H 2 do 2 dp 2 H dp 

II est clair que ces equations ne peuvent fournir des valeurs 
de S< et de Tj independantes de o^ que si Ton a 

= H 2 A ls _i = HB 1? 

A 4 et Bj ne dependant nullement de pi. Alors S< et T { se d6termi- 
neront par le systeme 

=A. 1 T 1 , -^- = 3! Si 3 



-r 
dp 



, 
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qui ne contient que deux variables independantes. Puis on aura 



(24) u =(HT 1 d? 

1044. Examinons maintenant la seconde hypothese, celle ou 
Ton a 

i (KJj _ i_ dE 
Hi dp a " H dp, ' 
ce qui donne 

Hl R 

H" = -' 

R 2 ne dependant pas de p a . Si nous faisons la substitution 

K = 

nos trois Equations de^endront 



= , - g- - d - , g- = o, 

o dlogR 2 dc , . 

----- 



Mais les identit^s (9) nous donnent ici la relation, deja ecrite 
plus haul, 

d/ot(H.) . , , i dH, 
5^ =/M(H|) Hl^T' 

d'ou 1'on deduit, en integraat, 

/oi(Hi) = HI So, 

S 2 etant de m^me definition que R 2 , c'est-a-dire ne contenant 
pas p 2 . Les deux premieres equations en v admettent 1'integrale 
generale 



ou a 2 depend exclusiveinent de p 2 . En integrant, on deduit de la 
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U 2 etant independant de p 2 comme S 2 et T 2 , et a designant une 
constante quelconque. Comme on a 

/oi(H 2 ) = o, 
Fequalion 



admet la solution definie par la formule 



et comme, apres la division par HI, ses coefficients sont ramenes 
a ne plus contenir p 2 , elle admet aussi Fintegrale 



. H ' 



Done la solution generate du systeme propose sera definie par 
la formule 



U 2 etant determinee par la condition de verifier 1'equation 

6 /o.^HQ^^U, ^IcgR,^ 

v ' H! dpc/pt (/pi dp - - 

ou R 2 et S 2 sont deux fonctions connues de p et de pj . 

1045. La theorie complete des sjstemes d'equations aux de- 
rivees partieDes precedents nous entrainerait trop loin. Nous 
nous contenterons de signaler rapidement le cas ou la solution 
generale se presente sous la forme la plus simple et la plus utile 
pour les applications. 

Pour plus de nettete, et comme la m^thode est la mme dans 
tousles cas, nous supposerons le nombre des variables egal a 3. 

Supposons qu'on ait obtenu par un moyen quelconque un sys- 
d'equations aux derives partielles 

&u du du 



pourlequel les conditions d'integrabilite soient satisfaites et dont 
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on ait determine 1' integrate generate u. Considerons une expres- 
sion de la forme saivante 

du d'*u 

= -H 

d n u da 



dont nous determinerons les coefficients par la condition que Z 
s'annnle quand on y remplace Fintegrale generale u par des inte- 
grales particulieres, lineairement inclependantes, du systeme pro- 
pose, en nombre gal a 

m 4- n -r-p. 

Nous aurons F equivalent des expressions (/?2, 11) considerees 
au Chapilre VIII du Livre IV. La demonstration donnee au 
n 399 montrera ici que Z est Fintegrale d'un systeme tout pareil 
an propose (27). 

U y a la, on le voit, un moyen tres general de faire deriver de 
tout systeme que Ton sait integrer une suite illimit^e d'autres 
systemes dont Integration se rattache a celle du premier. 

Supposons, par exemple, que le systeme propose soit constitue 
par les trois Equations 



1 r " r . 



En choisissant Funite parmi les solutions particulieres qui 
doivent annuler Z, on sera conduit a introduire le determinant 
suivant : 



(2 9 ) A = 



ou 77, sgj . . . , wt sont des fonctions donnees de la variable p* 
tandis que Ton d^signe par R, R< , R 2 des fonctions arbitrages 
de la variable de m6me indice. Ce determinant A sera 1'integrale 
generate d'un systeme analogue au systeme (27). On peutd'ailleurs 
le d^montrer directement en rep^tant le raisonnement du n 340. 



R R 7 ... R(> P 
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Les equations aux derivees partielles auxquelles satisfait A ad- 
mettentles solutions particulieres 



d\ 

' 



obtenues en donnant a Tune des fonctions arbitrages R, R<, R 2 
la valeur i , et aux deux autres la valeur zero. On pourra done, par 
exemple, par la substitution 

(3o) Agu, 

obtenir pour U un systeme d'equations aux derivees partielles ne 
contenant plus la fonction U. 

1046. Parmi les cas particuliers les plus interessants, on pent 
signaler les suivants : 
L'expression 



u = - -- 1 -- -- HT - - ry 

(?-pi)(P ?O (pi ?J(pi Pi) (pi PKp*-pO 

ou R/ depend de la seule variable p,-, est Tintegrale g^n^rale du 
sjsteme 

/ x d*u du du , . 7 



Si Ton difierentie ces equations m i fois par rapport a p, 
m { i fois par rapport a p, , m^ i fois par rapport a p 2 , on verra 
que 



est 1'integrale generate du systeme 

/9o\ / \ d~ 9 dv dv , * 

(33) ( P f - ffc) d^l = m *ap t ~ m '3ti ( l ' k = ' *> 2 >' 

dont nous allons dire quelquesmots, en attribuantmaintenant des 
valeurs quelconques aux coefficients m^ 
D'abord le systeme admet, pour toutes les valeurs de A, la solu- 
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tion particuliere 



et, sous ce point de vue, il se ratlache au suivant 



ou n depend de la seule variable p/, et auquel se ramenent tous 
ceux pour lesquels il existe une infinite de solutions particu- 
li&res form^es du produit de trois fonctions qui dependentj cha- 
cune, d'une seule des variables p, p,, p a . Ces solutions parti- 
culieres ont d'ailleurs pour expression generale 

r <i? ; f d ?l r / q, 
u = & J **+& J /'t-4-A J ri+Ji 



(36) 

la constante h pouvant recevoir des valeurs quelconques. 

En second lieu, les substitutions defmies plus haut (n 1042) 
transforment le systeme (33) en un systemeanalogue ? oul'un des 
coefficients est augmente et un autre diminue d'ime unite. Cette 
remarque facilite beancoup Fintegration. 

Enfin ici encore on peut demontrer, en generalisantla remarque 
de M. Appell (n 349) , que si 



est une solution quelconque du systeme, on pourra en deduire la 
solution plus g 



a ? & 3 c, d designant des constantes quelconques. 

1047. Nous n'insisterons pas davantage snr la theorie analy- 
tique; les applications gomtriques que nous allons etudier nous 
fourniront d'ailleurs les moyens d'obteair un grand nombre de 
systemes integrables de la forme que nous 6tudions ici. 

D'apres le the"or6me de Dupin, qui constitue certainemeiit la 
propriele g^omdtrique la plus importante des systemes triples 
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orthogonaux, deux surfaces quelconques appartenant a deux 
families differentes d'un systeme orthogonal se coupent suivant 
une ligne de courbure commune; de sorte que les courbes suivanl 
lesquelles chaque surface est coupee par celles qui apparliennent 
a d'autres families y forment un reseau conj ugue. Proposons-nous % 
d'une maniere generale, de trouver tous les systemes de coor- 
donnees curvilignes pour lesquels les lignes d'intersection des 
surfaces appartenant a des families difFerentes tracent sur chaque 
surface un reseau conjugue. Si nous designons encore par p, p,, p a 
les parametres des trois families de surfaces qui composent le 
systeme cherche, les coordonnees cartesiennes #, y, z d'un 
point de 1'espace, considerees comme fonctions de p ? p n p a , de- 
vront ^tre des solutions particulieres d'un systeme de la forme 
suivante 

/0 x d-u du du / ij k = o, i, a 



et cette condition, qui est necessaire, sera d'ailleurs suffisante. 

Or ? pour qu'un systeme de la forme precedente puisse admettre 
trois solutions x, y, z lineairement independantcs, il faut n^- 
cessairement qu'il soit reductible a la forme deja indiquee 



ou les fonctions H, H ( , EU v&ifieront les conditions d'inte'grabilite' 
(4)ou(8). 

Ges systemes particuliers^ formes de surfaces se coupant sui- 
vant des lignes conjuguees, ont des proprietes geometriques qui 
les distinguent de tous les autres systemes de coordonnees cur- 
vilignes et dont nous allons dire quelques mots. 

Etant donne un systeme de coordonnees curvilignes, ddfini par 
trois families de surfaces, cherchons s'il en existe un autre, tel que 
les surfaces coordonnees se correspondent mutuellement dans 
les deux systemes et qu'elles aient, de plus, leurs plans tangents 
parallles aux points correspond ants. En d'aulres termes, #,/, z 
6tant les fonctions de p, p <7 p 2 qui d^finissent le premier systeme 
de coordonnees curvilignes, cherchons si Ton pent d6terminer 
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trois fonctions X,)^'^ telles que les expressions 

n dx 7 ^ dx 7 ~ dx 7 



ds 



soient des differentielles exactes dx\, dy\^ dz\. S'il en est ainsi, 
x ^y\^ z \-> considerees comme fonctions de p, p i? p a , definiront 
bien un systeme de coordonnees curvilignes jouissant de la pro- 
priete' indiquee. Or les conditions d'integrabilite des equations 
pre*cedentes montrent immediatement que x 7 y^ z doivent Stre 
des solutions parliculieres d'un systeme d'equations aux derivees 
partielles de la forme (37), ce qui permet d'enoncer la propo- 
sition suivante : 

Pour que deux systemes de coordonnees curvilignes puissent 
se correspond?^ de telle maniere que chaque surface da pre- 
mier systeme corresponds a une surface du second et quaux 
points correspondants les plans tangents aux trois surfaces 
homologues aient la mme direction dans les deux systemes, it 
est necessaire que les surfaces de chaque systeme se coupent 
mutuellement suivant des families de lignes formant sur cha- 
cune d'elles un reseau conjugue ('). 

1048. Du reste cetle condition, qui est necessaire, est aussi suf- 
fisante. On le reconnait aisement en efFectuant la transformation" 
suivante. fitant donnee une solution quelconque u du systeme (38), 
introduisons les trois quantite"s U; definies par k formule 



(*) Cette proposition r6sulte aussi de considerations gdom^triques tr^s simples* 
Soient, en effet, M, M' les points correspondants dans les deux systemes. Si 1'on 
attribue a p une vaieur de'termine'e, ces points dteivent deux surfaces dont les 
plans tangents sont paralleles. Sur ces surfaces, les courbes de parametres p, et 
p a ont leurs tangentes paralleles; done elles forment un systeme conjugal. 
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le systeme (38) pourra etre remplace par les six equations sui- 



vantes 



les fa &ant les quantites deja introduites et definies par la for- 
mule 



On a vu qu'elles satisfont aux equations comprises dans la for- 
mule unique (i i), que Ton retrouverait ici en ecrivant les condi- 
tions d'integrabilite du systeme (4o). 

D'apres cela, aux coordonnees x, y, 5, solutions particulieres 
du systeme (38), correspondent, par les formules (3g), des quantites 
X z -, Yj, Zj telles que Ton ait 

dx = HX d$ 4- HiXi ^pi 4- H 2 X 2 <p 2) 
dy = HY d$ 4- Hj Yj dpi 4- HgYg apa, 
dz = HZ dp H- H^ZI ifpi 4- EUZ2 ^pa- 



Or, si 1'on peut, en changeant les valeurs des fonctions H 3 H 4 , H 2 , 
consen r er les m^mes valeurs aux fonctions [$#, qui figurent seules 
dans le systeme (4), il est clair que, dans les formules prece- 
dentes, on pourra conserver les neuf quantites X/, Y/, Z/ avec 
d'autres expressions de H, H <? H 2 , ce qui donnera de nouvelles 
fonctions x^y 1 ^ z', definies par des formules telles que les suivantes 



(43) 



et qui determineront evidemment un nouveau systeme de coor- 
donnees curvilignes satisfaisant & la condition demand^e. 

Tout se reduit done a faire voir qu'il y a une infinite de systemes 
de valeurs des H/ satisfaisant aux equations (4i), ou Ton consi- 
derera les p^ comme des fonctions donnees et connues. Or on 
reconnait ires aiseinent que ce systeme admet des integrates con- 
tenant trois fonctions arbitraires d'une variable. Aureste, on peut 
etablir ce rdsultat en le ramenant, d'une infinite de manifires, a 



= H'X d? -H HiX t J 
' = H' Y dp 4- Hi Yt rf Pl -i- Hi Y 2 

H- H; Zi afpi 4~ H; z 2 
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la forine etudiee dans ce Chapitre. Car si Ton designe par U ? U 1? 
U 2 un systeme quelconque de solutions des equations (4o), on 
reconnaitra ais^ment que Ton a le droit, en introduisant une fonc- 
tion auxiliaire 9, de poser 

(44) H ^=|' 

et alors la fonction 9 a laquelle se trouve ainsi ramenee la deter- 
mination des H/ devra satisfaire aux trois equations 



. . _ 

U ' U/, d ?l d? k U; dpi d ?l ~ ' 



pour lesquelles les conditions d'integrabilite seront v^rifiees. 
En resume, on pent enoncer la proposition suivante : 

Toutes les fois que Von aura des /auctions $1% satisfaisant 
aux equations (i i), V integration des systemes (4o) et (40? Si 
elle est possible, donnera, avec douze fonctions arbitraires 
d'une variable, des systemes de coordonnees cur9ilignes a 
lignes conjugates. 

Si trois families de surfaces se coupent suivant des lignes 
conjuguees, il existe d'autres systemes de coordonnees curvi- 
lignes, dependant de trois fonctions arbitraires d'une settle 
variable, correspondant point par point, surface par surface, 
au syst&me propose et tels qu'aux points correspondants les 
plans tangents aux surfaces correspondantes soientparalleles. 

1049. On pent signaler encore d'autres proprietes geome- 
triqnes se rapportant aux systemes a lignes conjuguees. Associons 
au sysi&me propos6 celui qui est defini par les fonctions x 
satisfaisant aux trois equations 



dx dy dz 



dsc dy ds 

i -7 -- H ri -T^- 4- 5 X -T 
l J1 l 



dy dz 

L. - 



(46) 



ou 9 est une solution quelconque des Equations (38). Si Ton tient 
compte de ces Equations, on verra ais^mentquel'onpeutdeduire, 
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par la differentiation des formules pre'cedentes, toutesles relations 
comprises dans la formule survante 



"'> d? dp* tf pl dp* ^ d ft d 9Jc - 

Ces relations expriment evidemment qu'aux points correspondants 
des deux systemes les plans tangents aux surfaces coordonnees 
forment deux triedres supplementaires. Comme, en faisant varier 
la fonctionQ, on obtientune infinite de systemes (#,, y^ ^ t ) pour 
lesquels les plans tangents sont toujours paralleles en vertu mme 
de la propriete precedente, on voit que, dans chacun de ces nou- 
veanx systemes (#,, j/ 4 , -^i), les surfaces coordonnees se coupent 
aussi suivant des lignes conjugates. 

Chacune des equations (46) represente le plan tangent a Tune 
des trois surfaces coordonnees, comme on s'en assure aisementen 
cherchant 1'enveloppe de ce plan. 

10oO. On peut demontrer que les systemes definis par les 
equations (46) sont les plus gene*raux parmi ceux qui corres- 
pondent au systeme propose de la maniere indiquee; c'est-a-dire 
de telle maniere que toutes les Equations (47) soient v^rifi^es. 
En effetj s'il en est ainsi, les plans tangents aux surfaces qui 
composent le systeme chercheseront evidemment definis par trois 
equations telles que les suivantes 



a ? 
(48) 



Si Ton diffgrentie la premiere Equation par rapport a p,, on sera 
conduit, en tenant compte des equations (38) et (48), a 1'identite" 



dsf t dy 7 ds . 

\ -r T- 1 ~ \~ L = > vl 

1 



qui, jointe aux identites analogues, nous donne 
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On peut done prendre pour X ),,, L> les derivees d'une meme 
fonction 8; et cette fonction devra satisfaire aux equations (38). 
On retrouve done bien les formulas (46). 

1051. Ces nouveaux sjstemes donnent naissance a une equa- 
tion identique de la forme suivante : 



(4g) dXi Zx -H dyi 07 -(- ds^ oj = A dp op +- B dpi opi-f- G dz$ op 2 . 

Le plan defini par Inequation 
(5o) Xay-rYj'-t-ZjssQ, 

ou X, Y, Z designent des eoordonnees courantes, donne lieu aux 
proprietes suivantes. 

Snivant qu'on y fait varier p i et p 2 , ou p et p 2? ou encore p et pi, 
il enveloppe trois surfaces diflerentes el a, par suite, trois points 
de contact distincts. Pour chacun de ces points de contact, on 
connait deux tangentes conjuguees de la surface correspondante : 
ce sont les droites qui le joignent aux deux autres points de con- 
tact. Les trois cotes du triangle forme par les points de contact 
sont dans les plans tangents aux trois surfaces eoordonnees du 
systeme (#< ,y^ , ). Si, done, on prend le pdle du plan precedent 
relativement a une quadrique quelconque, on obtient un nouveau 
systeme de eoordonnees curvilignes a lignes conjuguees. 

1052. Ajoutons que les systemes a lignes conjuguees permettent 
d'interpreter tres simplement les six substitutions definies au 
n 1042. Si Ton considere au point M(#, y, -c) la tangente a la 
courbe d'intersection de deux surfaces eoordonnees, par exemple 
de celles de parametres p { et p a , celte droite engendre trois con- 
gruences difFerentes suivant que 1'on fait varier p 4 et p 2j ou p et p 2? 
ou p< et p. 

Ces trois congruences ne donnent sur la droite que trois points 
focaux. Par exemple, si Ton fait varier p et p 2 , c'est^-dire si la 
droite se deplace en restant tangente a la surface (p!), les points 
focaux sont le point M et un autre point M 2 . Si la droite demeure 
tangente la surface (p 2 ), les points focaux sontM et un autre 
point MI ; mais alors, si le point de contact de la droite decrit la 
surface (p), les points focaux sont M, et M 2 . Les formules par 
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lesquelles on passe de M aux points Mj, M 2 correspondent preci- 
sement a deuxdes substitutions du n1042. D'ailleurs, la relation 
etablie ainsi entre M et M<, ou entre M et M 2 , fait deriver du 
systeme propose tin autre systeme & lignes conjuguees correspon- 
dant, point par point, surface par surface, au systeme donn. 

1083. On pourrait ici etudier, en suivant les methodes analy- 
tiques du Livre IV, et plus parliculierement du Chapitre VIII, 
les relations que presentent tous les systmes d'equations aux de- 
rivees partielles analogues au systeme (5) et relatifs aux differents 
systemes de coordonnees curvilignes qui sont rattaches les uns 
aux autres par les propositions geometriques precedentes. 

Nous reserverons cette discussion pour le cas, plus important 
et plus simple, ou les systemes deviennent orthogonaux. 

Ici les deux series de systemes derives consid^rees aux n os 1047, 
1049 se ramenent a une seule et 1'on peut evidemmenl enoncer la 
proposition suivante : 

Etant donne un systeme triple orthogonal, pour obtenir tout 
autre systeme triple admettant la meme representation sphe- 
rique, c*est-a-dire tel que les surfaces coordonnees se corres- 
pondent une a une dans les deux systemes et qu'aux points 
correspondants les plans tangents aux surfaces homologues 
soient paralleles, il faudra former le systeme des trois equa- 
tions lineaires de la forme (38) auxquelles satisfont les coor- 
donnees x, y, z considerees comme fo net ions de p, p l5 p 2 Si Q 1 
designe la solution la plus generate de ce systeme, les equa- 
tions 

dx dy dz dQ, 



dx dy dz 

' 



definiront le systeme cherche. 
Le systeme primitif correspond au cas ou 1'on prend pour Q la 
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solution 



qui, nous 1'avons YU (n os 147, 148), verifie, dans ce cas el dans 
ce cas seulementj les trois equations (38). 

10S4. On peut encore etablir comme il suit la proposition pre- 
cedente. 

Reprenons les quantites deja introduites 



ou u d&signe, conformement a la notation de Lam, une quel- 
conque des coordonnees x, y, s. Les neuf quantites ainsi definies 
sont evidemment les cosintis directeurs des normales aux surfaces 
qui composenlle systme orthogonal; par 'exemple,X,-, Y/, Z/de- 
finissent la direction de la normale a la surface de parametre o/. 
Par suite, dans le cas special que nous envisageons, il faut intro- 
duire la relation nouveile 

(53) U 2 -f-U?H-Ui = i, 

entre les trois cosinus, ce qui va nous conduire a de nouvelles re- 
lations differentielles, venant s'ajouter aux suivantes 

(54) 



etablies plus haul (n 1048). Si Ton differentie, en efiet, la 
relation (53) en tenant compte de celles que nous tenons de rap- 
peler } on sera conduit a une relation du type suivant 

(55) ^=-U*p jft ,-U/p (i*k*l). 

Ces nouvelles relations donnent naissance elles~m6mes a de 
nouvelles conditions d'int<%rabilite; et, en egalant les deux valeurs 
de J^T A q^e Ton peut deduire des formules (54) et (55), on est 
conduit a trois relations differentielles 

< 56) ' 
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D'aulre part, les relations evidentes 



nous conduisent a la suivante 



En tenant comple de 1'une des equations (5i), on obtient la 
formule 



Si done on pose 



( 64 ) dx\ -4- rfjrj + ds\ 

on aura 

(65) 



de sorte que le second systeme sera atissi completement connu 
que le premier. 

1056. Pour indiquer au moins une application, supposons le 
syst&me primitif determine paries formules 

x Z T 

p " pi" pi 



qui d^finissent une inversion. Les trois families de surfaces coor- 
donn^es sont formees de spheres qui passent par 1'origine et sont 
tangentes a 1'un des plans coordonns. 
Le systeme (38) prend ici la forme 

pj +- pj) = o (i& K). 



i dpk 
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Son integrate g^nerale est evidente; elle est determinee par 
requalion 



jsrR-hRi+Ra, 

ou R,- depend de la seule variable p/. Les formules (60) nous 
donnent alors 

'_ R pR'-i-Ri piRjH-Ra pgRs t>r 



(66) 



_ R P R'+ RI pi R^! -+- R - paRi 
On aura de m^me 



i - a 



Les surfaces coordonnees du nouveau systeme ant toutes leurs 
lignes de coarbure planes. Elles appartiennent a ia classe definie 
paries Equations (12) dn n 104. 

1057. Revenons au cas general. Nous avons deja remarque que 
les ^qualions (38) auxquelles doit satisfaire la fonction Q doivent 
admettre la solution particuliere ^ 2 -4-7-+ z*. D'apres cela, il 
suffit de repeter le raisonnement fait au n 146 pour reconnailre 
que, si Ton effectue la substitution 



les trois nouvelles Equations en Q t seront celles auxquelles satis- 
feront les coordonnees #', y 1 , d relatives au systeme orthogonal 
qui se deduit du premier par une inversion dont le p6le est 
Porigine des coordonnees. En rapprochant ce r^sultat de tout ce 
qui precede, on peut conclure la proposition suivante : 

Lorsqu'on salt determiner to us les sys times triples ad/net- 
tant la m4me representation sphrique qu'un systeme ortho- 
gonal donne, on sait resoudre le meme probleme pour tous 
les syst&mes orthogonaux qui en derivent par inversion; et 
cela sans aucune integration. 
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Plus exactement, d chaque solution du premier probl&me 
correspond une solution du second et vice versa. 

Ce r^sultat, quipeut tre considere commela generalisation des 
propositions que nous avons donnees dans les Chapitres prece- 
dents, relativement a la representation spherique des surfaces, va 
nous permettre d'etendre beaucoup les applications de la me- 
thode. 

Considerons, en efiet, un systeme orthogonal (S), defini par les 
fonctions #, j/-, z, et supposons qu'on sache integrer les equa- 
tions (38) relatives a ce systeme. Si Q, designe une solution quel- 
conque de ce systeme, les formules 

/CON 

(68) 

definiront des fonctions #,, y^ z { qui feront connaftre un nou- 
veau systme orthogonal(S<) derive du premier. Or, il est Evident 
geometriquement que les systemes orthogonaux ayant m^me re- 
presentation spherique que (Si) ont aussi meme representation 
spherique que (S). Done, on saura resoudre les equations (38) 
relatives au systeme (Si) cornme on sait les rdsoudre pour le 
systeme (S). G'est d'ailleurs ce que confirme la remarque analy- 
tique suivante. 
D'apres les formules (60) et (63) on a, par exeniple, 



et les formules analogues pour y t et pour z^ . Or x, y, z sont des 
solutions particulieres du sysl^me (38) relatif a (S); et x\, y^ z^ 
sont des solutions du syst&me analogue relatif a (S<). Onest done 
conduit a conclure que si Q est une solution quelconque des Equa- 
tions relatives au systfeme (S), il existera une fonction Q 7 d6finie 
par la formule 



dp 



/^AOj 
?s-t- 
dpi 
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el, de plus, celte fonction Q f sera la solution la plus generale du 
systeme (38) relatif a ( Si ). Aucun calcul n'est necessaire pour ve- 
rifier celte conclusion. II suffil, en effet, de remarquer que les 
conditions d'integrabilite de Q', les Equations du second ordre 
auxquelles elle doit satisfaire, tant verifiees quand on remplace Q 
par x, y ou s, doivent Tetre identiquement, sous la seule reserve 
que Q satisfasse aux mmes equations (38) que ces solutions par- 
ticulieres #, /, z. 

Ces points 6tant admis, on reconnait immediatement la possi- 
bilit<, des qu'on sait integrer le systeme (38) relatif & im syst^nie 
orthogonal (S), d'obtenir une suite illimiteede systemes triples 
orthogonaux contenant un nombre de plus en plus grand de 
fonctions arbitrages. II suffirade passer de (S) aim systeme (S { ) 
admettant la mtoe representation spherique, puis de prendre 
1'inverse (S'J de (S ( ) et de recommencer sur (SJ) les monies 
operations que sur (S). Ces operations introduirontseulement des 
quadratures analogues a celle qui est definie par la formule (69), 
quadratures qui s'effectuent d'ailleurs completement quand le 
systeme initial est completement int<grable. 

1058. Pour computer et faciliter les applications de la m- 
thode, nous indiquerons comment on passe d'un systeme ortho- 
gonal (S) a un systeme inverse (S') par rapport a Forigine des 
coordonnees. 

Soitj pour abreger, 

(70) or = o? 2 -f-/ 2 +^ 2 . 

Si est une solution du systeme (38) relatif a (S), - sera la so- 

lution correspondanle du m6me systeme relatif a (S'). D'autre 
part, si 1'on ddsigne par A ; le A relatif a (S 7 ) on a, comme on sait, 
en prenant le module de 1'inversion egal a 



Done les formules qui d^finissent les fonctions x\^y\^ z\ rela- 
tives au systfeme (S'J d6riv6 de (S ; ) par 1'emploi de la solution Q, 
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formules qui se deduisent des equations (60), seront 



En appliquanl les regies donne"es au n 679 relativeinenl au 
symbole ope"ratoire A et tenant compte des formules donne'es plus 
haut, on trouvera 



(7*) 



, 

(Q a-a?! 771 ssi 



. -S AJ . _ 

Z , = 5 1 -1 ( Q ##i - j 

1 ff 



6tant les coordontiees definies par les formules (60) et 
relatives au systeme (S 4 ) derive* de (S) par 1'emploi de la solu- 
tion Q. 

1059. Supposons, par exemple, que le systeme (S) soit celui 
qui correspond aux coordonn^es polaires ayant pour origine le 
point (A, /c, /) et qui est deTmi par les formules 

x = 7i-t- p sin pi cosp 2 , 
y = /:+- p sin pi sin pg, 

5 = /-f-pCOSpi. 

Les equations en #, j, 5 admettront la solution gene*rale 
( 7 4) a = R4- Rip H- R 2 p sinpi, 

ou R/ depend de la seule variable pf ; et les formules (60), (72) fe- 
ront alors connaitre, avec les trois fonctions arbitraires R, R <5 R 2 , 
nn systeme orthogonal admettant m^me representation sph6rique 
que le systeme inverse de (S), c : est-a-dire compost de trois 
families de surfaces a lignes de courbure planes dans les deux 
systemes. Elles appartiennent cette fois a la classe de celles qui 
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sont les plus gdnerales et qui ont 6le determinees par les equa- 
tions (n) du n 104. 

On pourra poursuivre 1'application de lamethode et introduire 
autant de fonctions arbitraires qu'on le voudra, sans aucun signe 
d'integration. 

1060. Pour obtenir des applications tres generates, nous choi- 
sirons la serie admettant comme systeme initial (S) celui qui a 
et6 d^ja determine plus haut (n 971) et pour lequel les lignes 
d'intersection des surfaces de parametres p et p i? par exemple, 
sont des courbes planes (K). On pent d'ailleurs le retrouver, 
comme nous Pavons indiqu6 (note du n 972), par la mdthode 
stiivante : 

Si nous construisons les cercles osculateurs (C) aux differentes 
lignes(K), au point oil elles sont couples par une surface deter- 
minee de parametre p 2 , tons les cercles (C) forment un systeme cy- 
clique, d'apres la proposition de Ribaucour (n 972). Nous avons 
done deux systemes orthogonaux : (S) et le systeme cyclique. 
Faisons correspondre a chaque courbe (K) le cercle (C) de son 
plan; il est clair que les surfaces de parametres p et pj se corres- 
pondront dans les deux systemes. Mais si, de plus, on associe a 
chaque point M de (K) le point M t de (C) oil la tangente est pa- 
rallele a celle de (K), les surfaces de parametres p et p< se corres- 
pondront par plans tangents parallles dans les deux systemes 
orthogonaux; et, comme ce sont leurs lignes de courbure qui 
forment le syst&me conjugu6 commun, on voit que les surfaces de 
parametre p 2 se correspondront aussi dans les deux systemes 
orthogonaux : par suite, ces deux systemes auront la mme re- 
presentation spherique dans le sens precis d&fini plus hant. On 
obtiendra done les systemes (S) en cherchant tous ceux qui 
admettent mme representation spherique que le systeme cy- 
clique le plus general. 

Or nous avons donne au Livre IV, Ch. XV, toutes les formulas 
necessaires, relatives au systeme cyclique (C ) forme de cercles 
normaux a une surface quelconque (A). Conservons toutes les 
notations adoptees : x^y^ z designant les coordonn^es d'un point 
de la surface (A) (n 481); c, c f , d r les cosinus directeurs de la 
normale la surface en ce point; X, Y, Z les coordonn^es du 
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point du cercle (C) clans le systeme cyclique; X et p. deux fonc- 
tions de p et Q I v&rifiant le systeme (54) [II, p. 33g], on aura, 
d'apres les equations (66) [II, p. 34^] 

[*n r i 

Y_ \^L\ dX ^ i dQ x ^ d pl I 

X ~^ d(x P dpi Odpij d[Ji r 

d^J L d^~J 

de sorte que, pour former les Equations aux derives partielles de 
la forme (38) dont X, Y, Z sont des solutions particulieres, il 
suffira d' employer ces deux formules et d'en Climber x et c, en 
tenant compte uniquement de ce fait que x et c sont des solutions 
particuli&res du systeme (54) [II, p. 33g], solutions qui ne d6- 
pendent pas de po. On d^duit de la qu'il est inutile de former ees 
equations aux derivees partielles et que Ton aura immddiatement 
leur integrate generale en cherchant la fonction Q qui satisfait 
aux deux Equations du premier ordre 

p dfjio "~j P dfip-i 

(76) ^ = 53? Q - x " hX ^ r 3S = J^ Q ~ XoHhX ^ ' 

L dp J L dpi J 

ou I j p-o sont I GS fonctions les plus generates de p et de p\ 
faisant aux Equations (54), que nous reproduisons ici, 



satis- 



Par exemple, en adoptant les solutions suivantes 



on trouverait que 1'on pent prendre pour Q la valeur 



Nous ferons usage de cette remarque. 

Immigration des deux Equations simultan^es (76) se fait a vuej 
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elle nous donne 



/ /I\ / <^0 

_W(x -xA- 
dp \ dp. 

\ dp 



Apres quelques transformations simples et en tenant compte de 
la formule (65) [II, p. 34*], on pent ecrire 




+ 




en posant, pour abreger, 
(79) ** 



Les formules qui cUterminenl alors le systeme cherche sont les 
suivantes 



(80) 




} = Q^l Q+ \\ 



Ce systeme (Sj), defini par les fonctions x { ,jr { , ^ 1; est le plus 
general de ceux qui correspondent par plans tangents paralleles 
au systeme cyclique donne (C ). Mais, si Ton veut se bornera 
obtenir le sysl^me le plus general a lignes de courbure planes 
dans un syst&me, il r^sulte du raisonnement qui a te notre point 
de depart qu'au lieu de garder le syst^me (S f ), on peut se con- 
tenter de determiner le systeme parliculier (S ) pour lequel les 
lignes de courbure planes (K) sont dans les plans des cercles (C) 
correspondants. 

Or on obtient ici le plan de chaque ligne (K) en retrancbant 
membre amembre les deux premieres equations (80); car cette 
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operation elimine p 2 . On trouve ainsi Inequation 



?l d c \ ^1 ^ 
" " 



p dp _ p p . 
~ ~ 



/ ' 




et il n'j a plus qu'a exprimer que cette equation definit le plan 
du cercle (G), c'esl-a-dire qu'elle est verifiee quand on y reni- 
place x { ) y\, z\ par #, y, z. On trouve ainsi la condition 



qui nous donnerait, d'une maniere g^n^rale, 

ji = ex H- c'y + c" ' z -+- G p. -f- GI, 

C eL Ci designanl deux constantes quelconqnes. En se repor- 
tant, par exemple, aTexpression de Q qui precede laformule (78), 
on reconnaitra qu'on peut reduire ces constantes a z^ro sans di- 
minuer la g^neralitd, et prendre simplement 

/c . . , . * > , X- + 7 2 -4- ^ 2 

(81) {JL = [J.' Q ~cx-+-c'y + c"z, A =:A f = - = -- 

2 

Dans ce cas, 1'integrale qui figure dans 1'expression de Q dispa- 
rait et Ton peut prendre 



Les formules (80) nous donnent done, pour le systeme (S<), les 
equations suivantes : 



(83) 




X]+^' 
J H-HPJ 
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ou tout est connu et ou Ton a remplac^, pour plus de netted dans 
la suite du raisonnement, x\,y\, z\ par x^y^ o- 

On aurait pu aussi garder les formulas gnrales (80), en sup- 
posant que la surface (A) se r^duise a une sphere. 

1061 . Si Ton veut appliquer la methode de recurrence indiquee 
plus haut an systeme (S ) que nous venons de determiner, il 
faudra prendre d'abord Finverse de ce systeme, ce qui donnera 
un systeme (S' ) pour lequel les lignes d'intersection des surfaces 
de parametres p, ^ seront sph^riques: mais les spheres contenant 
ces lignes passeront par un point fixe. On determinera ensuite 
lous les systemes ayant mme representation sph^rique que (S' ). 
Nous allons etablir d ? abord que, parmi ces nouveaux systemes, se 
trouvent tous ceux pour lesquels les surfaces appartenant a deux 
families determinees se coupent suivant des courbes sphdriques. 
En d'autres termes, sur les trois families de courbes d'intersec- 
tion du systeme orthogonal, une seule sera assnjettie a ^tre sphe- 
rique. 

Pour Etablir ce r^sultat, nous remarquerons qu'on exprime la 
propriet^ cherchee en ecrivant que les coordonnees x^ y : z du 
systeme orthogonal verifient une Equation de la forme suivante : 

(84) 

ou a, p, Y? r sont ^ es fonctions des seules variables p et p,. Pour 
abreger, nous ecrirons aussi, sans les deduire de la pr^c^dente, 
les Equations 



(85) 



ou u et 9 sont encore des fonctions de p et de p< assujetties a ve- 
rifier la relation 



(86) 

la premiere est evidenle, les deux autres expriment que les sur- 
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faces de parametres p, et p coupent la sphere contenant la ligne 

de courbure commune sons des angles dont les cosinus et - ne 

a r r 

dependent pas de p 2 . 

Differentions la seconde formule (85) par rapport a p. On 
trouve, en tenant compte des formules (54)? la relation 

S v da du 

x '3j5 + P""=^' 

a laquelle on peut joindre la suivante 

S v da o dv 

X~ -- h PoiW= 3 
dpi ru dpi 

obtenue en echangeant les indices o et i. Si Ton pose 







v 

T -=A J U, -il 

dpi dpi 

ces deux relations deviendront 

(89) 

En differentiani les deux membres par rapport a p 2 et rempla- 
^ant loujours les derivees de X, X^ par leurs valeurs, on en de- 
duit les deux suivantes 

(90) 

ConLinuons encore et diOercntions la premiere de ces relations 
par rapport a p, . Fl viendra 



ou, en remplaant ft AX, par sa valeur (89), 
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Siles coefficients de X 2 , Y 2 , Z 2 n'6taient pas egaux dans les 
deux inembres, Fequation precedente exprimerait que, pour 
chaque ligne de courbure splierique, la tangente est parallelc a 
im plan determine; c'est-a-dire que celte ligne se reduit a un 
cercle. C'est une hypothdse que nous pouvons ecarlex, et il est r 
par suite, permis d'ecrire les trois relations 



auxqaelles on devra joindre les suivantes 



r , - . , - 

dp (Jp c)p 

que Ton en deduit en permutant p et p,. 

Pour oblenir toutes les relations qui nous seront necessaires r 
nous n'avons plus qu'aajouteries deux equations (89), apres avoir 
diflerenlie la premiere par rapport a p t et la seconde par rapport 
a p, ce qui, en tenant compte de la formule (56) et des relations 
(91), (92), nous donnera 



on encore 



1062. Toutes les relations (89) a (g3) auxqnelles nous avons 
ete conduits se rapporlenl a la representation spherique dcs sys- 
temes orthogonaux cherches. En Jes combinant et les differen- 
liantj on en deduirait d'autres ; on pourraitmeme snpposer qu'elles 
conduisent a de nouvelles relations entre les A et les e. Leur in- 
tegration est loin de paraitre facile; mais il est inutile de 1'enlre- 
prendre. II nous suffit de savoir qu'il existe des syslemes or- 
thogonaux a lignes de courbure spheriques dans un syslenie, et 
que nous avons entierement elimine des relations finales les fonc- 
tions a 3 p, y, u^ p; de sorte que, lorsqu'on aura un sysl^me de va- 
leurs pour les huit fonctions de p et de p j? A, A, ? .., e, J? toutes 
lesfonctions a, , y : u etc? qui satisferontaux Equations (87), (88) 
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conviendront a des sysl&mes orthogonaux admettant ime famille 
de lignes de courbure spheriques. Gomme les conditions d'inte- 
grabilite sont remplies pour les equations (88) en vertu des 
relations (87) et (91), on voit que les fonctions u et 9 se deter- 
mineront par Integration des deux equations (87); puis les coor- 
donnees a, [3, y du centre de la sphere contenant la ligne de cour- 
bure spherique seront donnees par les quadratures suivantes 



(9-0 



Ainsi 



= / A P rfp H- A! u 
/ 

= JBvdp + Biu 

= / G v dp 4- GI u 



Toutes les fois qu'il existe un systeme orthogonal a lignes 
de courbure spheriques dans un systeme, ily a line infinite de 
systemes analogues dependant de deux fonctions arbilraires 
d'une variable et admellant la meme representation 
que le systeme propose. 



1063. Nous allons computer cette proposition enmontrant que, 
parmi ces systemes associes au premier, il enexiste pour lesquels 
les spheres qui contiennent les lignes de courbure passent par un 
point fixe et qui, par suite, peuvent tre consideres comme les 
inverses de ceux que nous avons determines plus haut(n971). 

Pour cela, il faut montrer que Ton pent satisfaire a la fois aux 
equations (87), (g4) et a la relation 



(96) a 2 4- 



2 v* = o, 



par laquelle on exprime que la sphere contenant la ligne de cour- 
bure passe par Porigine des coordonn^es. 

Si Ton diflerentie liquation prc6dente par rapport a p et a p t , 
on obtient les deux relations 

dv 

^^r ~ = Aa H- Bp -t-Cy, 

(9G) L 

vz -h -r 
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Mais si Ton differentie la premiere de ces equations par rap- 
port a p ( , on la seconde par rapport a p, on n'obtient pas d'equa- 
tion nouvelle, en vertu de la formule (98). Cela suffit a montrer 
qu'il y aura des solutions communes aux Equations (87), (g5) et 
(96). Au reste, voici comment on pourra les oblenir. La differen- 
tiation des equations (96) donnera les deux equations 



(97) 



En eliminant a, J3, y entre les cinq Equations (gf>), (96), (97), 
on aura deux equations du second ordre en u et p, qui, jointes 
aux precedeDles (87), formeront un systeme complet. 

1064. II est ainsi etabli que tout systeme orthogonal a lignes 
de courbure spheriques a mme representation spherique qu'un 
systeme analogue, pour lequel les spheres contenant les lignes de 
courbure passent par un point fixe, et qu'il pourra, par suite, 6tre 
obtenu par 1'application de notre methode generale de derivation 
aux systemes orthogonaux, determines plus haut, pour lesquels 
les lignes de courbure sont planes dans un systeme. Nous termi- 
nerons ce Chapitre en developpant cette application. Et ? a cet 
effet, nous nous appuierons sur la remarque suivante : 

Soit (S^) le systeme cherche, defini par les fonctions x\^ y\, s\ 
de p, pi, p 2 ; soit (S ; ) Fun quelconque de ceux qui admettent 
mme representation spherique, defini dem^me paries expressions 
des coordonnees x' Q , y' Q9 ^. (S',) sera determine par les trois 
equations 

ou Q' est une solution convenablernent choisie des trois equations 
auxquelles satisfont x^y'^ z\. Comme on a, par hypoth^se, 



(99) (^ 

a, p, y, r etant des fonctions qui ne dependent pas de p 2 , la diflfe- 
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rentiation par rapport a p a nous donnera 



on, ce qui est la mme chose, 



L'equation (98), ecrite pour i= p 3 , prendra done la forme sui- 
vante 



d'ou Ton deduit, en integrant, 



^ ne dependant pas non plus de p a . R^ciproquement, la condition 
precedente, qui est necessaire, est aussi suffisanle, comme on le 
reconnait facilement en reprenant en sens inverse la suite du rai- 
sonnement. 

1065. Ce point ^tant d^montre ? choisissons pour le systfeme 
(S' ) Tinverse de celui que nous avons designe par (S ) et qui est 
defini par les formules (82), (83). En posant alors 



(lor) . 
on aura 



nverse e ceu que nous avons esgne par 
par les formules (82), (83). En posant alors 



On"pourra prendre pour & le quotient 



0*0 



O ;/ etant la solution par laquelle on passe de (S ) au syst^me de 
m^me representation spherique (S<) deiSni par les formules (78) 
et (80); de sorte que Ton aura (n 1057) 



D. IV. 



/<?AQ 
V* ^Pz* d& i 
H-^rss*" 
' 2 ^7 
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Q tant la fonction definie par la formule (78) et le symbole A se 
rapportant au systeme cyclique (C ) (n 1060) d'ou sont d&iuitsa 
la fois (S ) et (S 4 ). Liquation (100) qu'il s'agit de verifier prend 
done la forme 

(104) &'= a^o-H P/oH- T-O-+- C*o- 

En la differentianl par rapport a p a et utilisant les equations 
telles que les suivantes 



Op. 2 



demontrees plus hautd'une maniere g^nerale, on trouve, apres la 
suppression du facteur -p-^ la condition 



Reciproquenient, si cette Equation est verifiee, on en ddduira, 
en remontant la suite duraisonnement, liquation nn pen plus g^- 
nerale que la pr^cedente (104) 



0? = 

O&TI ne depend pas de p a . Mais, cornme le systeme (S ) a ses 
lignes de courbure planes, il y aura entre # 07 Jo 3 ^o une relation 
lineaire ne dependant pas de p a , qui permettra toujours de ra- 
mener la relation precedente a la forme (io4); de sorte que Ton 
peut regarder les Equations (io4) et (io5) comme absolumenl 
equivalentes. 

Or Tequation (io5) peut ^videmmeni ^tre remplac^e par la 
suivante 

(106) Q = aX -h p Y -h yZ 4- a^^o -4- 8, 

S ^tant independant de p 2 comme a, p, v, .... 

D'aatre part, si Ton reniplace Q, Q , parleurs valeurs, donndes 
plus haut (n 1060), et X, Y, Z par leurs valeurs donn^es au 
n 482, la relation a verifier, divisee par 8, se ramene & la forme 
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suivante 

(107) /(ps)-a5/o(?i) = M P J-f.Np, + P, 

ou M, N 3 P ne dependent pas de p 2 . 

Pour que cette equation ait lieu idenliquemenl, il faudra, 
comme on le reconnait par la differentiation, que se reduise a 
une constante. Les foraiules (io3) et(io4) montrent meme que 
cette constante disparaitra dans les derivees de Q', qui inter- 
viennent seules pour la definition du sjsteme cherche. On pent 
done supposer 

= o; 

et il faudra alors que la fonction /(pa) se rdaise a un poly- 
n6me du second degrd en p a . En egalant ensuite a zero les coef- 
ficients des puissances de p 2 , on trouvera trois Equations qui eta- 
bliront les relations necessaires entre les fonctions arbitrages a, 

^ Tj1 ' 

Comme il fallait s'y attendre, la solution precedente exige 1'in- 

Legration des deux equations aux derivees partielles (77), inte- 
gration qui etait deja requise pour la determination des syst&mes 
a lignes de courbure planes et qui equivaut a la determination 
des surfaces admettant mme representation sph^rique que la 
surface (A). 
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CHAP1TRE XIII. 

NOUVELLES CLASSES DE SURFACES APPLICABLES. 

Ce Chapitre est consacre a 1'exposition des resultats nouveaux que Ton doit a 
M. Weingarlen dans la recherche des surfaces applicables sur une surface 
donnee. La me'thode de M. Weingarten exige que Ton connaisse de"ja au 
moins tine surface reelle ou imaginaire admettant 1'element lineaire donne". 
Elle fait dependre la determination de toutes les surfaces (0) admettant cet 
element lineaire de celle d'autres surfaces (S), satisfaisant a une certaine equa- 
tion aux derivees partielles, qui etablit une relation entre les rayons de cour- 
bure principaux, les distances d'un point fixe au plan tangent et au point de 
contact. Gas particulier ou les caracte>istiques de celte equation aux de*- 
rivees partielles sont les lignes de longueur nulle de la representation sphfrique 
de (S). L'element lineaire est alors defmi par la formule simple 

d$* = du?-+- a [u -+- <J/( v)] d<P t 
et I'equation a int^grer prend la forme simple 



Indication des diferentes formes de &' (v) pour lesquelles 1'integration est 
possible. Demonstration de differents resultats dus a MM. Weingarten, Ba- 
roni, Goursat. Les cas les plus interessants font connaltre toutes les surfaces 
applicables sur le paraboloTde du second degre dont une generatrice rectiligne 
est tangente au cercle de rinfini. Reduction de I'el^ment lineaire de ccs sur- 
faces a la forme de Liouville qui permet Tintegration des lignes ge'odesiques. 



1066. Nous pouvons maintenant rattacher aux propositions 
des Chapitres precedents une methode singuliere par laquelle 
M. Weingarten a obtenu de nouveaux succes dans la recherche 
des surfaces applicables sur une surface donnee (*). L'eminent 



(*) J. WEINGARTEN, Sur la theorie des surfaces applicables sur une surface 
donnee. Extralt d *une lettre a J/. Darboux ( Comptes rendus, t. CXII, p. 607 
et 706; mars 1891). 

On pourra consulter aussi une Note de M. GOURSAT, inse*re"e au m&ne Recueil, 
p. 707, et un Memoire plus ^tendu du m^nae auteur Sur un theoreme de 
M. Weingarten et sur la theorie de surfaces applicables, public* en 1891, au 
tome V des Annales de la Faculte des Sciences de Toulouse. 
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ge"ometre ne nous a pas fait connaitre quels sont les principes 
qui lui ont servi de guide. Nous espe"rons que ^exposition sui- 
vanle expliquera dans une certaine mesure pourqnoi, appliquee 
a certains cas speciaux, elle devait reussir. 

Nous avons vu que les caracteristiques de Inequation aux de*- 
rivees partielles des surfaces applicables sur une surface donnee 
sont les lignes asymploliques de ces surfaces. Par suite, toutes les 
fois qu'il sera possible, sinon de determiner ces lignes asympto- 
tiques, tout au moins d'en indiquer certaines proprietes particu- 
lieres, le probleme pourra tre formula d'une manierenouvelle el 
conduire ainsi a quelque resultat nouveau. La consideration du 
syst&me conjugu^ commun a deux surfaces applicables Tune sur 
1'autre va nous permettre d'appliquer cette remarque generate. 

Nous commencerons par supposer que nous ayons une solution 
particuliere du probleme, c'est-a-dire que nous connaissions une 
surface admettanl un element lineaire donne. Si #<, y { , z { sont 
les coordonnees d'un point de cette surface (@i) 3 Pelement li- 
n^aire sera determine* par Fequation 



(i) 

Posons 
(2) J7i = , 

w pourra etre consideree comme une fonction de u et de p, dont 
nous ecrirons la diff^rentielle sous la forme classique 

(3 ) dw = p d u 4- q dv ; 

et Fe'le'ment lineaire consider^ prendra la forme 

( 4 ) d$* = du^ H- 2 dv dw = du* -+ %p du dv-^- 



qui est pre'cise'ment celle qui serl de point de depart a M. Wein- 
garten, 

La maniere m^me dont nous y sommes conduits montre qu'on 
pourra la reproduire, une fois obtenue, avec six constantes arbi- 
traires, en effectuant sur x\, y\> s { une substitution lindaire or- 
taogonale quelconque. II est vrai que la relation entre u, v, 99 
contient des imaginaires lorsque la surface (0,) est reelle; mais 
ici encore, on pourra utiliser ces solutions signalers au n 704, 
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et pour lesquelles deux des coordonnees x^y { , z { sont des fonc- 
lions reelles, la troisieme etant une imaginaire pure. Si c'est z { , 
par example, qui est purement imaginaire, on reconnait immedia- 
tement sur les formules (2) que w sera une fonction reelle des 
variables reelles u et v. Les substitutions orthogonales atixquelles 
on a le droit de soumettre #,, y { , z { pourront alors revetir une 
forme reelle quand on y remplacera ces coordonnees par leurs 
expressions en u, P, w. 

1067. Soienlmaintenant#, y, 5 les coordonnees reclangulaires 
d'un point de la surface (0) qu'il s'agit d'obtenir et qui est appli- 
cable sur la surface (i ). Si Ton fait rouler la surface (0< ) sur la 
surface (0), une droite isotrope invariablement liee a (0<) cou- 
pera le plan de contact de (0) et de (0<) suivant un point dont le 
lieu geometrique sera une de ces surfaces (S ; ) pour lesquelles les 
lignes de courbure correspondent au syst&me conjugue commun 
^ (0) et a (0| ). Prenons la droite isotrope particuliere (d) qui, 
rapportee aux axes invariablement li^s ^ (0 1 ), est representee par 
les equations 

(5) *! = <>, ji + isL = o, 
c'est-a-dire par les suivantes 

(6) z*=:o, p = o; 

et proposons-nous de determiner les coordonnees X', Y', 2! du 
point ou elle coupe le plan de contact de (0) et de (0<). Pour 
cela nous appliquerons la methode donnee au n 968; les coor- 
donn^es cherchees sont evidemment de la forme suivante : 



(7) 



dx _ d.r 
T -, 

09 



-i- 
- -- hr-j 

du dv 



A et B etant des coefficients independants du choix des axes. Par 
consequent, les surfaces (0), (0<) etant applicables 1'une sur 
1'aulre, on pourra appliquer ces formules aux axes Q { x {9 
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atixquelsestrapportee la surface (i), sans changer 
la valeur de A et de B. On aura done 



(8) 



' i A l i tt 

! = #! 4- A -c h B j 

1 du dv 



dv ' 

I'. = zi -h A -4- B -~ 
1 du dv 



Les equations de la droite isotrope (d) nous donnent 



et Ton a d'ailleurs, en vertu de la definition de u et de v, 









il viendra done 



A = w, B = v j 



de sorle que les coordonnees du point de (S') seront dtermin6es 
par les formules 

-, __ dx dx 

" ~" du dv ' 



(9) 



. ^ dz 

Z'= ^ it- v - 

du dv 



II est tr&s aise de determiner les cosinus directeurs C, C', C ff 
de la normale (2 ; ). Si 1'on diff^rentie, en effet, les formules 
c^dentes, on Lrouve 



(10) 



,. , dx 7 dx 

= ud-. vd-^-> 

du do 



3l2 LIVRE VIII. CHAPITRE XIII. 

Comme on doit aroir 



il viendra 



(ii) 



& = du* -h ip 



<te?\ 2 fdyV*- (d3\*__ 

du/ \du/ \du) ~" ' 

dx dx dy dy dz dz 

___ i ^ V, t n 

du dv du dv du dv l ' 



) + \T V ) = ^' 



etl'on deduira de la, eu egard a 1'equation (3), les deux relations 
identiques 



. x 
(12) 



dx 



T - 
du 



C\dx ,dx 

\ cf--=o. 

\Jdu dv ' 



qui, rapprochees des formules (10), nous permeltent de prendre 
pour les cosinus directeurs de la normale a la surface (2 7 ) les va- 
ieurs suivantes : 



dx 

-r t 

die 



dy 

=r 

du 



dz 



Ces valeurs de C, C', C /; subsisteraient sans modification si Ton 
substituait a la surface (S 7 ) la surface plus gen^rale (S'}> d^finie 
par les formules 



04) 



- 



- 



ou w 0? P O designent deux constantes quelconques. An reste, la sur- 
face (?) est de mSme definition que (S^); elle est ddcrite par le 
point oii la droite isotrope (d"} paralUle & (rf) et definie par les 
equations 



coupe le plan de contact de (6) et de (6 4 ). Tons ces resultats 
sont en parfait accord avec ceux qui ont <5te demontr^s au Cha- 
pitre VI de ce Livre. Toutes les surfaces (S") ont, aux points cor- 
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respondants, leurs plans tangents paralUles; car, pour chacune 
d'elles, ce plan tangent est le plan projetant la droite isotrope 
correspondante. Elles ont de plus m&ne representation spherique 
de leurs lignes de courbure (n 947); et ces lignes de courbure 
correspondent aux courbes da systeme conjugue commun & (0) 
eU(0,). 

Introduisons ici la definition suivante : etant donnees plusieurs 
surfaces qui se correspondent point par point, dSsignons sous le 
nom de resultante de ces surfaces celle qu'on obtient en ajoutant 
geometriquement les rayons vecteurs qui joignent un point fixe 
de Tespace aux points correspondants des surfaces donnees. 11 
est clair que la surface (2") la plus generate sera la resultante de 
la surface (2') et de deux autres surfaces homothetiques aux sni- 
vantes (2 ) et (2), qui sont respectivement defmies par les equa- 
tions 

f\f{\ Y __ ^ X Y ^ 7 ^ 3 

du ~" du ' "~ die ' 

et 

(16) X=^~, Y = ^ ? Z=~. 

dv dv ? dp * 

Toutes ces surfaces se correspondent par plans tangents pa- 
rall&les; la surface (2 ) est une sphere; quanta la surface (2), elle 
a m^me representation spherique de ses lignoe de courbure que 
les differentes surfaces (2 y ); et, par consequent, ses lignes de 
courbure correspondent au systeme conjugue qui est commun 
a(0)eU(0<). 

On peut encore rattacher d'une autre maniere la surface (2) aux 
surfaces (If). Si Ton suppose que, dans les formules (i4), V Q 
grandisse indefiniment, la droite isotrope correspondante (d tf ] 
s'eloigne indefmiment dans le plan 



rattach6 k la surface mobile. La surface (2 // ) sMloigne aassi inde- 
firdmeut; mais la surface homoth^tique d^crile par le point dont 
les coordonn^es sont 
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demeure a distance finie et se reduit a la surface (S) definie plus 
haut. 

1068. Cette surface (2) est precisement celle qui sert de base 
aux recherches de M. Weingarten. Imminent geomtre 1'intro- 
duit directement par les formules (16) ; et Tidentite (12), deja de- 
mon tree, 

I dx 



s 



, 

d-r- = O, 

du ()v 



montre alors que les cosinus directeurs de la normale a la surface 
sont bien les quantites C 3 C', G r/ definies par les formules (i3). 
Nous allons chercher directement les Ijgnes de courbure et les 
rajons de courbure principaux de la surface (S). Mais auparavant 
nous remarquerons que, lorsque (S) sera connue, la surface (0) 
sera definie par les formules suivantes : 



x = C 

J 

'-/ C ' 
^/ff, 



C du + X dv, 



ff ^-4-Z< 

et nous signalerons les identites 

(18) 



d'ou il r^sulte que p sera la distance de I'origine auplan tan- 
gent de (S) et zq le carre de la distance de la meme ongine 
au point de contact de ce plan tangent. 

1069. Cela pose, cherchons les lignes de courbure et les 
rayons de courbure principaux de la surface (S). 
Les Equations d'Olinde Rodrigues 



nous donnent ici la suivante 
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et les deux equations analogues enj/el. Or, si Ton conserve les 
notations du Livre VII, Chapitre III, le systeme (36) [III, p. : 
devient ici 

d^x D 

die* H 

)2# D' 



(20) 



r 
IP 



/ dx dx 



ditdv 



dx 



dx 



d*x __ IT t_ (dx __ to 

dv* ~~ R ^ H* \dv P dTi 



D, D 7 , D" 6tant les determinants deja definis et r, s, t les derivees 
secondes de rc, considered comme foncdon de u^ v. Si, dans 
Pequation (19), on remplace les derivees secondes de x par leurs 
valeurs(2o) etsiTon egaleazerole coefficient de c ainsi que celui 

de -T P~^-t on trouvera les deux Equations 

OV r Oil. ^ 

D' du H- D' ; dv -H p (D du H- D' dv) = o, 
$ du -4- t dv -+- p ( /* du -4- s dv) = o, 

qui determineront a la fois p el -y-. L'equation difFerentielle 
(21) (D' du>+- D" dv ) (r du 4- ^ fl?p) (D d?w4"-D'afo)(s a?wH- i^p) = o, 



qui r^sulte de 1'elimination de p, definira les lignes de cotirbure 
et liquation 



(22) 



S 

D' 



= o 



fera connaitre les rayons de courbure principaux. 

Le premier membre de liquation (21) est ^videmment la forme 
quadratique harmonique aux deux suivantes : 

D du* 4- 2 D' du d9 4- D" dv*, 
zsdudv < 



qui, gales & z^ro, determinent respectivement les lignes asym- 
ptotiques des deux surfaces (@) et (0j). On v^rifie ainsi que les 
lignes de courbure de (S) correspondent bien au syst&me con- 
commuu a (0) et a (& { ). Quant a liquation (22), elle pent 
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tre remplac^e par les deux suivantes : 

(23) ^'P*-*- *(p'+p") + * = 

(24) Dp'p'H- D'(p'-t- p"R &'= o, 

ou p' et p" designent les deux rajons de courbure principanx, et 
dont nous aurons a faire usage plus loin. On en deduit, en parti- 
culier, que Ton aura identiquement 



comme on le voiten utilisant le systeme (20). II nous reste main- 
tenant a indiquer les consequence. 

1070. Nous remarquerons d'abord qu'on pent, en quelque 
sorte, supprimer la relation entre (0) et (2), en defmissanl directe- 
ment cette derniere surface. 

En effetj dans Pequation (28) et dans les valeurs de r, 5, t, ex- 
primons u et v enfonction des variables/? et q qui onl par rapport 
a (S) une signification geometrique determinee, indiqu^e a la fin 
du n 1068. Nous aurons ainsi une relation entre les rayons de 
courbure de (2), les distances de 1'origine au plan tangent et au 
point de contact, c'est-a-dire une equation aux derivees par- 
tielles du second ordre ct laquelle devra satisfaire (2). Voici 
un moyen Elegant de faire le calcul. Posons 

(26) cp = up -h vq y, 

et exprimons <p en fonction de p et q. Comme on a, en diffe- 
rentiantj 

dv udp ->r>9dq, 
on pourra poser 

f ^ dv dv 

(*7) -^, P-^. 

De plus, les equations 

dp = r du -h s dv, dq = s du -+- 1 dv, 
qui definissent les d^riv^es secondes, nous donnent 



du = d& = tdp-sdq^ dv=:d d ^ = rdq-sdp 
dp rt s 2 dq rt $ z 
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et, par suite, 

t d 2 CD 5 (J 2 co /* 



2 ' 2 



rt s* J dpOq rt 



C'est la transformation bien connue de Legendre, qui revient a 
remplacer la surface (0,) par sa polaire reciproque relativement 
au paraboloi'de dfmi par liquation (') 

(29) 2f*> = Z 2 H- V*. 

Aprs cetle transformation, 1'equation (28) a laquelle satisfait (S) 
prend la forme 



et les formules definissant la surface (0) deviennenl 

~J ~djP 

(30 

*=J 

(JuantaPelement lineaire de (6), il s'exprimeracomme il suit: 
(3a) d$- = 



dp] * dp dq 

1071. Nous allons maintenant demon trer la reciproque : si la 
surface (S) satisfait a liquation aux derivees partielles (3o), les 
formules (3i) determinant une surface (6) admetlant Pelemenl 
lineaire donn^. 

Comme la form ale (3a), equivalente a celle (4) qui a servi de 
point dc depart, resulte immediatement des equations (3i) en 



( l ) En effet, d'aprcs les formules (2) qui relient w, p, w aux coordonnees rec- 
tangulaires x l9 y^ a l3 on voit que ces variables u, v, w constituent, elles aussi, 
un sysl^me de coordonnees rectilignes, de sorte que la transformation indique 
dans le texte ^quivaut a prendre la polaire reciproque dela surface (6 4 ), admet- 
tant 1'6 lament lineaire donn^, relativement au paraboloi'de deTmi en coordonnees 
rectangulaires par liquation 

y is =s ^r 2 -f- (y 
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admettant qu'elles soient etablies, tout se rdduit a demontrer que 
les expressions telles que la suivante 



sont des differentielles exactes. 

Or, aux equations d'OlindeRodrigues, qui definissent les lignes 
de courbure 



on peut adjoiodre la suivante 
(34) dg 

que Ton obtient en les ajoutantapres les avoir multiplies respec- 
tivement par X, Y, Z. Si done on a pris p et q pour variables in- 
d6pendantes } on aura, pour chaque ligne de courbure, 



et, en remplagant ^ par sa valeur deduite de Tequation (34), 

(35) 

v y 



T- 

dp 
de sorie que 1'on peul poser 



(36) 

et de & Ton de"duii 



P r A " . 
P tq ~ dp' 



Ces relations 7 auxquelles il faut joindreles formules analogues en 
Y et C f , Z et C ff , constituent une des propri^tds du sjstfeme de 
coordonnees curvilignes JD, q. 

Cela pos<5, ^crivons la condition d'int^grabilitd de la differen- 
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lielle (33); il viendra 
d 



^ x c t x 

dq- 



ou, en reduisant, 

c?C <^cp /d>X <?C\ <ft<p o>X d*u _ 
dq dp* \dq dp ) dp dq dp dq" 2 ~~ 

II suffit de lenir compte des relations (36) pour voir apparaitre le 

/)P 
premier memhre de Tequation (3o) multiplie par T~ Notre reci- 

proque est done completement demontr^e. 

1072. Nous avons ainsi realist une transformation radicale de 
Tequation aux d^rivees parti elles qu'il s'agissait d'integrer, et 
notre remarque du debut nous montre que, pourvu que Ton 
connaisse une surface partictiliere admettant un. element lineaire 
donne, la determination complete des surfaces admettant ce m6me 
element lineaire pourra ton jours se ramener a Fintegration d'une 
Equation de la forme (3o). Commeonaici, d'apr^s la formule (21) 
[III, p. 246] 

(38) DD* D'*=** rf, 

1'equation a laquelle satisferait la coordonnee x relative a la sur- 
face (0) serait, en remplagant D, D', W par leurs valeurs tirees 
du syst6me (20) et faisant quelques reductions, 



(39) 



II reviendra au m^me d'int^grer cette equation, ou celle (3o) que 
nous avons form^e plus haut et qui determine (S). 

Nous savons (n 703) que Tequation prdcedente admet pour 
caract^ristiques les lignes asymptotiques dela surface (0) d^finies 
jpar liquation difFerentielle 

(4o) 
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Ces caract&istiques sont aussi celles qui con\iennent a Fequa- 
tion (3o). On pourrait, comme Pa fait M. Goursat dans le Me- 
moire cite plus haut, etablir ce resultat par im raisonnement 
a priori. Nous nous contenterons de remarquer que les caraclS- 
ristiques de Pequation generate aux derivees partielles 



ouj p', f d^signant toujours les rayons de courbure principaux, 
les fonctions H, K, L ne contiennent que les coordonnees X, Y, 
Z du point et les cosinus directeurs C, C', G" de la normale ^ la 
surface, sont determines par 1'equation differentielle 

(42) 

Gette equation, ^ laquelle conduit Implication reguliere des me- 
diodes generates, deviendra ici 



ou, en tenant compte des formules (28), 
(43) rCrfC<lX-$Qd:C* = o 

Or calculons les trois formes quadratiques 



relatives la surface (S), et qui d&fmissent, pour cette surface, les 
lignes asymptotiques, les lignes de longueur nulle et les lignes de 
longueur nulle de la representation splierique; c'est-a-dire trois 
syst&mes de courbes divisant harmoniquement les lignes de 
courbure de (S). Un calcul facile, ou 1'on aura a employer les for- 
mules (20) eta tenir compte de l'identit(38), nous donnera 

i n D r 

j v d& ==7r(D<aftt 2 -h2D dudv+D ap 2 )H-rrr(raw 2 H-2sawaP4-^ap 2 ) ; 

I U H 2 n- 4 

In D' s 

(44) < \^Gfi?X = =yr(Dazi 2 -i-2D dudt> + u dv^+^^di^-^^sdudv-^-td^)^ 
i \j H 2 n- 

|f du dv + D ff ^p^-h 77; 



I 
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Ces relations permettent, en premier lieu, d^tablir le fait annonce 
et de meltre en evidence 1'identhe des deux systenies de caracte- 
ristiques defmis par les equations (4o) et (43). Elles montrent 
aussi queles trois families de lignes precedentes sonl en involution 
avec les lignes asymplotiques des surfaces (0) et (<). II fallait 
s'y attendre, puisqu'elles divisent toutes harmoniquernent le reseau 
form par les lignes decourbure de (S), qui correspond au reseau 
conjugue commun a (0) et a (,). 

1073. On petit faire des applications diverses des resultats pre- 
cedents. Nous presenterons d'abordla remarque g<nrale suivanle. 

Supposons qu'on veuille determiner toutes les surfaces admet- 
tant un element lineaire donne. La connaissance d'une solution 
particuliere (<) nous permettra de ramener le probleme a Fin- 
tdgration d'une equation de la forme (3o). Celte integration etant 
eflFectuee, on connattra un nombre illirnite de surfaces (6J) ad- 
mettanl 1'element lineaire donne; et a chacune d'elles corres- 
pondra une forme detenninee de 1'equation (3o). Done, lorsqu'on 
sait integrcr une equation de cette forme, il en existe un nombrci 
illimite d'autres de m^me forme, mais ou la fonction CD aura une 
determination diff6rente, que Ton saura integrer. Rappelons mme 
pour plus de netted la signification g^ometrique de la fonction <p. 
Nous avons vu que liquation 



repr^sente, si Ton y regarde les variables p } q, w comme des 
coordonn^es cartesiennes, reliees aux coordonnees rectangulaires 
par les formules (2), la polaire reciproque del'une des surfaces 
admettant Felement lineaire donne, prise relativemenl au para- 
boloi'de represent^ par liquation (ag) donnee plus haul. 

Pour examiner maintenant quelques applications particulieres, 
envisageons d'abord l'61^ment lineaire de la sphere 



En prenant ici 

0?i=: W= COS0, 

p = j^i -t- is\ = sin 6 efy, 

2 w = /i i%i = sin 6 e~ty, 

D. - IV. ai 
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F equation 



nous donnera la relation 

d'ou Ton pourra deduire 

u 2 

p = ? q = _ 

^ P 3 a 
Liquation (3o) devient ici 



Elle exprime que la sphere ayant pour dian^tre la droite qui 
joint les deux centres decourbure principaux de (S) doit passer a 
Porigine des coordonn^es. II n'y a laqu'un fait curieux, liqua- 
tion precedente etant plus compliquee que celle des surfaces 
courbure constante. 

1074. Pour obtenir d'aulres applications, nous remarquerons 
line consequence interessante des equations (44) relatives aux trois 
families de lignes tracees sur (S). lifaudra une seule condition 
pour que les lignes qui compo sent Vunedeces trois families 
deviennent les caracteristiques de F equation aux derivees par- 
tielles (3o) a laquelle doit satisfaire la surface (S). 

Si Ton veut, par exemple, que ces caracteristiques soient les 
lignes de longueur nulle de la representation spherique, il faudra 
supposer 

d*o 

r rr OU -~r = 0. 

dq* 
La fonction la plus gendrale satisfaisant a cetle condition serai t 



on verraaisementqu'onnerestreintpas lagen^ralite en stipposant 
f(p) =/?, ce qui permet d'^crire cp sous la forme 

- 
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et Fequation a int^grer deviendra 

(46) p'+p^-v-W/O. 
On aura ici 

(47) 'u=^=<!-P*-V(p), *=%I=P; 

de sorte que 1'eUment lineaire de () pourra s'ecrire 

(48) ds*= du?-i- 19 dudv -t-[2& -f- 2 P 2 4- 2 <{/(<>)] dv*. 

POSODS 

(;2 

(49) K -*- := MI, 

il viendra 

(50) ^ s =rfilH-a[iH-f(p)]rfp. 

La determination de toutes les surfaces qui admctlent cet ele- 
ment lindaire sera ainsi ramen^e a 1'int^gration de liquation aux 
derivees partielles (46). 

Or cette Equation prend une forme tres simple si Ton emploie 
le syst&me de coordonnees tangentielles defini au n 16S, c'esl- 
a-dire si Ton regarde la surface (S) comme 1'enveloppe du plan 
dont Fequationest 



On aura ici 

f ^ r a + P g(p-) 

(52) U = - g-j *J = - Q > 

^ ' i-t-afi n-p 

(53) { = 



et un calcul facile donnera les formulas tres sym6triques 

dc 
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On d^duira de la 

)tfo jg 



Les rayons de courbure sont exprimes par la^premiere des 
equations (33) [I, p. 246], qui donne ici 



(56) p < +p = _ 2/ , 

et, par suite, ['equation (46) prendra la forme extr&nement simple 



Lorsque 1'on aura integre" cette Equation, on aura x, y, s par les 
formules (3i); ce qui donnera, apres quelques reductions, 



(58) 



,= G Ul + 



C,, 
J V 



Wi ajant la valeur definie par la formule (49), qui devient ici 

/* \ (r-i-a3) 2 <3|p (3|p lf/ N 

(59) I = __EijE^_^). 

Or il suffit de se reporter aux proprietes des lignes geod^siques 
et a la forme (5o) de Felement lineaire pour interpreter gdom- 
triquement les fornmles qui definissent (S). 

Considerons la surface auxiliaire (S^ definie par les equations 

(Go) rri=o? C^i, 71=7 C f MI, JSi = * C'i. 

II resulte immediatement des equations (58) que Ton a 



t = o. 



Par consequent la surface (S f ) est une d^veloppante de (0) sui- 
vant le systeme de lignes g^odesiques de param&tre 9 : ce sont les 
courbes de param&tre 9 sur (S,) qui auront pour d<veJoppes les 
lignes geodesiques de (0). 
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La surface (S,) est d&erminee ponetuellement par les for- 
mules (60). On peut la determiner tangentiellement en la consi- 
derant corame enveloppe du plan d^fini par liquation 

CO 

ou encore 

ce qui donne les relations 



. 

_ + a?, _ ^ 4. p 5l - 



co a?! .i.Di A 

"TT" "^ "3 -- l ~l -- *~ P T~ = J 
2 r 7 



et deux autres relations semblables faisant connaitre -r^- 
On deduit de la 

iH-P)( } > -UTT 
r/ \^a/ dp 2 

(62) 



et ces trois Equations, toujours compatibles, d^termineront co. Les 
termes de la forme 



introduits par les integrations conviennent a des surfaces qui se 
d^duisent les unes des autres par une translation ou par le passage 
a la surface parallele. 

On voit que les lignes de courbure sont d6termines (n 165 
par les Equations diflferentielles 



Done, comme il fallait s'y attendre, une des families est formee 
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des courbes 

p = const., 

auxquelles correspondent stir (0) les Kgnes gSodesiques de para- 



metre 9. 



1075. En resume, les formules auxquelles nous avons ete con- 
duits font dependre la determination de toutes les surfaces (0) 
dont I'el&nent lineaire est donne par la formule 

(63) <&2= du\ -h 



de I'intdgration de Fequation aux derivees partielles 



ou de la determination des surfaces (S) dont les rayons de cour- 
bure satisfont la relation 

(65) ?'+? = -*/>--*(/>), 

dans laquelle/? designe la distance de 1'origine au plan tangent. 

Malheureusement, quelque simple qu'en soit la forme, liqua- 
tion aux derivees partielles (64) n'est pas integrable en gnral. 
M. Weingarten, et ensuite M. Goursat, ont cependant indiqu6 
quelques cas dans lesquels on peut obtenir son int^grale gen^rale. 

Supposons, par exemple, que la fonction $f soit lineaire, et 
posons 

(66) y(p) m(l - M ^. 

m designant une constante quelconque. L'equation (64) de- 
viendra 



et, si Ton effeetue la substitution 






elle se r^duira a Tequation d'Euler 
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que nous savons integrer, soit par des formulas finies lorsque m 
esl entier, soit par des integrales d&finies dans tons les aulres cas 
(LivreIV,Chap. IlletlV). 
Alors la relation (65 ), quiserlde definition a la surface (S), sera 

(69) p'-h p"-h a/> = m(m i)p. 

Si Ton mene le plan perpendiculaire a la normale d'une surface 
a gale distance des deux centres de courbure, il enveloppe une 
autre surface a laquelle nous donnerons ici le nom de developpee 
moyenne de la premiere (<). Conime la distance de Forigine a 
ce plan est 

P'+P" , _ 
-J-T-*, 

on voit que 1'equation (69) exprime que la developpee moyenne 
de la surface () est une surface homothetique a () ( 2 ). 



(') Au n 912 nous avonsdejadonne" le nom de developpee moyenne a la sur- 
face de"crile par le milieu du segment forme par les centres de courbure princi- 
paux. Nous me tiro ns a profit cette occasion pour rappeler ici que Ribaucour a 
introduit avec succes deux surfaces differentes dans la theorie des congruences 
reclilignes : Tune, la surface moyenne, decrite par le milieu du segment focal ; 
I'autre, I'enveloppe'e moyenne, enveloppe du plan perpendiculaire sur le milieu 
du segment focal. Quand la congruence rectiligne est engendrce par les normales 
d'une surface (S),on aainsi deux surfaces distinctesraitachees a (S). On pourrait, 
si on les rencontrait dans une m6me etude, les designer respectivement sous les 
noms de developpee moyenne ponctuelle et de developpee moyenne tangentielle. 

( a ) Les surfaces jouissant de cette propriete" avaient etc deja conside'rees par 
Ribaucour et par M, Appell dans le cas particulier ofr m = o et ou, par suite, ta 
de>eloppe"e moyenne se re"duit a un point. Elles avaient 6te* etudiees pour toutes 
les valeurs de m par M. Goursat. Le lecteur pourra consulter les M&noires 
suivants : 

A. RIBAUGOUR, Me'moire sur la theorie gdnerale des surfaces courbes, 
Chapitre VI (Journal de Mathematiques pures et appliquees, t, VII, 4 e serie; 
1891, pre"sente* en 1876 k TAcad^mie des Sciences). 

P. APPELL 7 Surfaces telles que Vorigine se projette sur chaque normale 
au milieu des centres de courbure principaux (American Journal of Mathe- 
matics, t. X p. 176; 1888). 

E. GOURSAT, Surfaces telles que la somme des rayons de courbure prin- 
cipaux est proportionnelle a la distance d f un point fixe au plan tangent. 
(M6me Recueil et meme tome, p. 187). 

Mais, il est juste de le reconnaltre, c'est a un jeune g^omdtre italien, M. ETTORE 
BARONI, que revient le m6rite d'avoir, le premier, signa!6 qu'a chaque surface 
homothelique a sa dereloppee moyenne on peut faire correspondre une surface 
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Examinons les cas particuliers les plus interessanls. Pour 
m = o ou m = i, les surfaces (0) sent les developpees des sur- 
faces minima ; celaresulte de la forme mme de leur element li- 
neaire (n 751). La surface (S) est celle dont la developpee 
moyenne se reduita un point. Liquation (68) s'integ-re alors sans 
difficulte et nous donne 

* = /(*)+/o(P). 
Pour m = 2, on a 

(70) t|/(i>)=-P. 

Ce cas interessant avail ete etudie depuis longtemps par 
M. Weingarten dans un M^moire cite plus loin [p. 335] et insert 
aux Nachrichten de Gcettingue. Les surfaces (S) se reduisenl 
aux surfaces minima; elles sont, par suite, identiques a leur d^- 
veloppee moyenne. 

1076. Considerons, d'une mani^re plus gen^rale, la fonction ty 
d^finie par la formule 



ou A designe une constante quelconque. Liquation (64) a i 
grer prendra la forme 



md 



Et il est clair que si m(i m) n'estpas nul, on pent, par la sub- 
stitution tres simple, 



la ramener & liquation (67). D'ailleurs Thypoth^se m(i m) = o, 



admettant un element lin^aire donne; de sorte que Tint^gration compete de 
Tequation (69) pour une yaleur donnee de m fait connaitre par cela meme toutes 
les surfaces qui admettent un meme element Iin6aire. Voir le M^moire intitui^ : 
Superficie 5 in cut la scmma del raggi principali di curvatura e propor- 
tionate alia distanza di un punto fisso dat piano tangente; insr par M. Ba- 
roni, en 1890, au tome XXVIII du Giornale di Matematiche, p. 849. 
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nous donne 



L'el6ment lineaire de (8) 



convient (n 693) aux surfaces que nous avons reconnues 6tre 
applicables sur le parabolo'ide de revolution. Les surfaces (S) cor- 
respondantes admettent comme developpee moyenne une sphere. 
Pour le cas general de la formule (71), la developpee moyenne 
serait homothetique A une surface parallele a (S). 

Comme on peut toujours remplacer (S) par une surface pa- 
rallele, notrenouvellehjpothese ne donne done rien d'essentielle- 
ment nouveau. Au resle, par un changement de notations, on 
peut toujours faire disparaitre la constante A dans 1' expression de 
Felement lineaire, toutes les fois que le produit m(\ m) est dif- 
ferent de zero. 

1077. Pour trouver, s'il en existe, d'autres cas dans lesquels 
liquation aux d&nvees partielles puisse etre integr^e, appliquons 
les methodes reguli^res et commengons par chercher si eile peut 
admettre, par exemple, une integrale premiere. Soit 

(73) 

cette integrale premiere. Si on la diff&rentie par rapport a a, par 
exemple, on aura 

(74) T- P'~*- T" + J-? JT + I"? / ^ Qx 2 == 

p r et q 1 designant les derivees premieres de 9. En diff^rentiant par 
rapport a p, on aura de mme 

(75) ? ' ^ F ' ^ F ^ M ' dF d * 9 " 



dp" 35? (7TW* 5 



Si Tune ou I'autre des deux Equations pr^cedentes n'esl pas 
verifi^e identiquement, on pourra determiner les trois derivees 
secondes ou les deux d&ivees premieres de 9 ; et, par suite, les 
scales solutions qui pourront tre communes & liquation (78) eta 
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la proposee contiendront tout au plus des constantes arbitrages. 
Supposons done que Tune des equations (74), (78)5 * a seconde 
par exemple, soil verifiee Identiquement. II faudra que Ton ail 



L'equation (78) pourra done s'ecrire 
/'=*(*, P) 
et liquation (75) deviendra 



q "Sp dp" ~" 
ce qui donne 



i^(^) devra done se reduire a une constante, et Ton retrouve une 
des hypotheses ddja examinees. 

1078. Voil^i tout ce que donnerait la methode de Monge. 
Essayons celle que j'ai proposee et qui consiste a chercher des 
equations aux derivees partielles de tons ordres ayant en commua 
avec la proposee la solution la plus dtendue possible. Nous nous 
bornerons a examiner le cas ou ees equations sont du second 
ordre. On reconnaitra aisement qu'elJes doivent tre de la forme 
suivante 



ou de celle qu'on obtient en changeant a en [3, Pour determiner F, 
il faut differentier par rapport k p, ce qui donnera 



et exprimer que cette equation a lieu identiquement. Le d^velop- 
pement du calcul nous donne 



(i-f-p)*P (i + a(3)3 dp 
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Comme F ne contient pas p, on pent donner a a, j3,/>' des va- 
leurs constantes et Ton aura ime relation lineaire entre ty ff et <!/'. 
Ecartant le cas deja examine ou fy ff serait constante, nous ecrirons 

(78) ^i^/'+A; 

et il restera a egaler les coefficients de <{/, ainsi que les termes qui 
ne contiennent pas cette fonction, dans les deux membres de 1'e- 
quation (77). On aura ainsi 



- 
dp' ~~ a P 

Pour que ces Equations soient compatibles, il faut que Ton ait 
h = 2. II vient alors 



Liquation (76) prend done la forme 

dv 



/ x 

(79) 5^= 

On pourra de m^me poser 



Quant a liquation aux ddriv^es partielles, comme on dduil de 
liquation (78), ou 1'on a remplac6 h par 2, la valeur suivante 
def 



a 



elle deviendra 



et il ne restera plus qu' trouver la solution commune aux trois 
equations (79), (80) et(8i). 

Ge calcul n'offrirait aucune difficult^. Mais il vaut mieux, une 
fois liquation obtenue, op<5rer comme il suit. 
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Effecluons la substitution 

(82) 9 = a Log(i 4- ap) -4- w. 

L'equation (81) prend la forme 



dont Liouville a donne Fintegrale (n 726) (' ). On a 



A designant une fonction arbitraire de a et B une fonction arbi- 
traire de p. On trouvera done pour 9 la valeur definie par Pequa- 
tion suivante : 

' => 

Quant a 1' element lineaire de (0), il sera donn6 par la formule 

( 2 \ 

(86) ASssrfal-hUaiH-aap ~e a Jdv*. 

Par une substitution de la forme 

I = <2 2 w'-h A, 



(87) 

on peut obtenir Pexpression plus simple 
(88) ds*-. 



Ce cas nouveau a 6te signale par M. Weingarten. L'dminent 
gomtre a indique qu'on peut alors ramener l'6l^ment lineaire i 
la forme suivante : 



Cela nous conduit a presenter les remarques suivantes, par 
lesquelles nous terminerons ce Ghapitre. 

(*) Les demonstrations de Liouville se trouvent, soit dans la Note IV de la 
cinquieme edition de V Application de V Analyse a la G^ome'trie par MONGE, soit 
au Journal de Mathematiques pures etappliquees (I M s^rie, t. XVIII, p. 71; i853). 
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1079. La forme g^nerale 

(90) - <fc=daj-h [21^-1- 2 <]/(<?)] A* 

est ^videmment un caslimite de celle qui convient aux surfaces 
reglees. Et, en eflet, il est possible de trouver toute une classe de 
surfaces reglees imaginaires admettant cet element lin^aire. 

Si Ton se reporte aux calculs du n 728, on trouvera que toutes 
ces surfaces reglees sont engendrees par la droite 



x = 



les fonctions a <z 2 , a 3 , 1} & 2 , 6 3 etant definies par les rela- 
tions (2) [III, p. ag4], qui deviennent ici 



= o, 



La premiere de ces relations montre que les surfaces reglees 
cherchees admettent un plan directeur isotrope. Comme on peut 
supposer que ce plan soit parallile au suivant 



on trouvera aisement que, si a d6signe une fonction de 9 et a 7 sa 
derivee, on peul ^crire les equations qui d^terminent la surface 
sous la forme 



(90 

t/ 

* a 



I a r fy f (v)dv / , 
x = Ui / 



dv. 
ex 



Inversement, loutes les surfaces regimes qui admettent un plan 
directeur isotrope ont leur lment lin^aire r^ductible a la 
forme (90). 

D'apres cela, cherchons toutes les surfaces du second degr 
qui rentrent dans la classe prc6dente. Une seule est r^elle, c'est 
le paraboloide de revolution. Nous 1'avons &.& examin6, et nous 
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avons mSme donne (n 727) la forme de c|/(p) qui correspond a 
sou Umenl lineaire. Mais il y a d'autres paraboloides qui rem- 
plisseat les conditions que nous venons d'indiquer : ce sont ceax 
qui admettent une generatrice rectiligne tangente au cercle de 
rinfini. 

Gonsiderons d'abord celui qui touche le plan de 1'infini, en un 
point non situ sur le cercle de rinfini. Son equation pourra ton- 
jours se ramener & la forme 

(92) (y+-i3)y=~kx. 

En substituant les valeurs (91) de # ; y, s dans les formulas 
precedentes, on verra aisement que Ton peut prendre 



et Ton trouvera 

( 9 S) <J/(P) = PI/* ate ^ } 

C'est, aui notations prs, 1'expression de <|/(P) qui correspond 
au cas nouveau signale par M. Weingarten. 

On peut done ^noncer le resultat que nous lui devons en disant 
qu'il nous a appris a connaitre toutes les surfaces appiicables 
sur ce paraboloide particulier dont une g&ieratrice rectiligne esl 
tangente au cercle de Tinfini, le point de contact de cette genera- 
trice et du cercle etant distinct du point de contact du paraboloi'de 
et du plan de rinfini. 

Considerons maintenant le paraboloi'de dont une genera trice est 
tangente au cercle de Tinfini, le point de contact de cette g&ne- 
ratrice tant aussi celui ou le paraboloide touche le plan de Tin- 

i. Liquation de la surface pourra 6tre ramenee a la forme 



(94) 

Appliquant la mme methode que pr^demment, on trouvera 
(95) f(P)=-Pi. 

C'est le cas qui a sera" de point de depart & toutes les nou- 
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velles recherches de M. Weingarten et qui a ete signale plus haut 
(n 107S). M. Weingarten Favait obtenu des 1887 (') et il semble 
bien que la methode que nous avons exposee dans ce Ghapitre, et 
qu'il a ensuite appliquee aux cas les plus generaux, a son point de 
depart et son origine dans celle qu'il avait d'abord employee pour 
cette forme plus particuliere de Felement lineaire. 

1080. Dans les deux hypotheses que nous venons d'examiner, 
M. Weingarten, sans chercher si les elements lindaires pouvaient 
convenir des surfaces du second degr, a reconnu qu'ils sont, 
Tun et Fautre, reductibles a la forme de Liouville, ce qui permet 
Fintegration des lignes geodesiques. Ge point paraitra maintenant 
Evident au lecteur puisqu'il suffit, pour oblenir cette forme de 
Pel^ment lineaire, de rapporler une surface du second degre a ses 
lignes de courbure. Mais il ne sera pas inutile d'effectuer cette 
transformation de Tel^ment lineaire et de retrouver effectivement 
les expressions donnees parM, Weingarten. Nous nous contente- 
rons seulement d'indiquer la marche du calcul, que retablira ais^- 
ment lout lecteur un peu verse dans la connaissance de la Geo- 
metrie analytique. 

Soit 



(96) 



(#? 7? *) = 



D = o 



Fequation d'une surface du second degre. Designons par H le 
hessien 

A B" ' B' C 

B" A' B G r 
(97) H = B' B A" C' 

C C' C" D 

de cette equation. Les Jignes de courbure seront a Fintersection 
de la surface et des suivantes, ou 1 d6signe un parametre arbi- 



(*) J. WEINGAUTEN, Eine neue Classe auf einander abwickelbarer Fldchen 
(Nachrichten de Gcettingue, Janvier 1887, p. 28). 
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traire 






% . dE dE dE dE dE dll~] 

^"^*-^"3P* + S + ^ + 3PJ 



Si Ton pose 
(99) l' = H, X"=HP, 

V et \ ff etant les deux racines de 1'equation en \ (98), on aura, 
pour 1' element lin&ire de la surface, Pexpression 

j, H / xf <*u* &* '1 

(roo) &=-(_) 



oul'on a designe, pour abreger, par A(S) le determinant suivant 
(loi) A(S)= 



A-S B" B' 
B' A'-S B 
B ; B A r/ ~ S 



Appliqaons d'abord ce resultat au paraboloi'de defini par 1M- 
quation (92) 



On aura ici 

H=-#>, A(S)=-S(S-i)*, 
et il viendra 

/ x j, &. f udifl 

(102) ds z = - (u 

v ; V 



Pour le second paraboloi'de, ayant pour equation 

2,27 + 2 ixz 2 7 + 2 tA-5 = o, 
on trouvera 



de sorte qu'il viendra 

(103) ^5 2 =A'2(tt 

Ges resultats sont conformes a ceux qui ont ^t^ indiquds par 
M. Weingarten. 
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1081. Bienqueles paraboloi'des consideres dans les numeros 
precedents soient imaginaires, il uous a paru utile de les intro- 
duire pour pre*ciser le degre de generalite des resultats nouveaux 
qui ont e*te obtenus dans la the*orie de la deformation et pour 
bien montrer combien on est encore eloigne d'une solution 
quelque peu etendue du probleme. Si Ton se place a ce point de 
vue, il ne sera pas inutile d'indiquer quelques surfaces regimes, 
aussi simples que possible, admettant les elements lineaires, in- 
diques par M. Baroni et M. Goursat, pour lesquels la solution du 
probleme de la deformation pent elre obtenne d'une manierc 
complete. 

A cet efFet, nous remarquerons que si, dans les formules gene- 
rales (91), on remplace la fonction arbitraire a par 2P, on obtient 
une surface reglee admettant 1' element lineaire(63) et delinie par 

I'equation 
s. 

, ,s tff __ ( .^ Q, . 

Si done on pose 

i \ } ~ ) ^ 

la surface correspondante aura pour equation 

' ' "} 2-4-771 7?l 2 

En laissant de cote le cas ou m est egal a 2, on voit que, pour 
les cas signales par MM. Baroni et Goursat, 1'element lineaire 
convient a une surface re*glee du troisieme degre a plan directeur 
iso trope. 



D. IV. 
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CHAPITRE XIV. 

DEUNIERES RECHERCHES. 

Nouveau developpement donne par M. AVeingarlen aux recherches prece'dentes. 

Probleme propose. - Etant donne un element lineaire, pour re'soudre le 
probleme de la deformation, on mene par chaque point dc la surface cher- 
chee (0) une tangente faisant un angle determine, mais d'aillcurs variable, 
avec les courbes coordonne*es; puis on prencl comme variables independanles 
deux parametres quelconques propres a definir la direction de cette droite 
dans 1'espace. Formation des equations aux derivecs particlles auxquelles 
satisfont les coordonnees curviligncs u et v considerees comme fonctions de 
ces parametres. A ce propos, Ton rappelle et 1'on complete quelques proprietes 
de la Hgne de striction des surfaces reglees. fetant donnee une congruence 
rectiligne, assembler les droites en surfaces re*glees dont les lignes de striction 
soient sur une des nappes focales de la congruence. Les proprietes geome 1 - 
triques etablies permettent de simplifier les equations qui determinent u et v 
et de les reduire a une seule equation aux derivees partielles du second ordre. 

Renvoi au Memoire de M. Weingarten couronnc par 1'Academie des Sciences. 



1082. Si Ton analyse la methode suivie par M. Weingarlen et 
exposee dans le Chapitre precedent, on remarquera qu'elle peal 
lre interpretee comme il suit. Par chaque point de ]a surface (0) 
admettant Feldment lineaire donne par la formule (4) [p. 809] 
on m^ne une tangente (d) dont les cosinus dirccteurs G, C/, 
G f s'expriment par les formules (i3) [p. 3 12]. On exprime ces 
cosinus directeurs en fonction de deux parametres u 1 el </ et Ton 
essaje de determiner les coordonnees curvilignes u et 9 en fonc- 
tion de ces parametres. Dans le cas particulier le plus important, 
celui ou 1'element lineaire de () revl la forme (48), Tune des 
coordonnees v est determine par une dquation aux d^riv^es par- 
tielles du second ordre, 1'equalion (07) [p, 824]. L'autre u s 7 ex- 
prime ralionnellement en fonction de p, supposee connue, et de ses 
derivees premieres par rapport aux variables a et (3, en fonction 
desquelles les cosinus C, C', C 7/ ont dte exprimes par les for- 
mules (5a). 
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Poar rechei'cher si des simplifications analogues se produisent 
loujours, proposons-nous done le probleme general suivant : 

Etant donne un element lineaire quelconque, defini par la for- 
mule 

{ i ) dt* = E dip 4- a F du dv -i- G dv*~, 

supposons qu'il s'agisse de determiner toutes les surfaces () ad- 
mettant cet element lineaire. Si Ton niene, par chaque point d'une 
de ces surfaces, une tangente (d) determinee exclusivement au 
moyen de 1'element lineaire, c'est-a-dire une tangente faisant avec 
Tune des courbes coordonnees un angle qui sera une fonction deter- 
minee de u et de p, la direction des droiles lelles que (d) dependra 
de deux parametres que 1'on pourra choisir d'une infinite de ma- 
meres differentes. Par exemple, on menera par le centre d'une 
sphere (S) de rayon i des paralleles aux droiles (d). Si Ton prend 
sur la sphere (S) un systeme de coordonnees curvilignes quel- 
conques u l , t?', la direction de chaque droile (d) sera definie par 
les coordonnees curvilignes du point ou la parall^le a celte droite 
rencontre la sphere (S). Proposons-nous, avec M. Weingarten, de 
determiner les coordonnees curvilignes u el v du point de la sur- 
face (0) en fonction des variables independantes u r et </. 

Employons ici encore le triedre (T). II est clair qu'on peut le 
determiner par la condition que son axe des x coincide avec la 
droite (rf), D'aprcs les notations que nous a^vons adoptees, #, a!, 
d 1 sontles cosinus directeurs de cettc droite et Ton doit avoir 



( a ) ds 1 * = dfo 2 4- dd~ 4- <afo" a = a dd- 4- 2/ dfw' rfp' -+ g dv'' 2 , 

e, /, g elant des fonctions connues de u 1 et de p'. L'equation pre- 
cedente donne Telcment lindaire de la sphere (S), cxprimd en 
fonction des variables u r et v 1 '. Si Ton emploie les formules 

. dv)~ c(q du - 



(3) 

*= b"(r du 4- rj[ dv) < 

on peittlui donnerla forme suivante 

qui. jointe aux six equations fondamentales (A) [II, p. 38u] en ire 
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les relations etles translations, permeltra d'eliminer les rotations 
et conduira aux equations aux derivees partielles propres a deter- 
miner u et v en fonctiou de u r et de v ! . Le premier point a <tablir 
estle suivant : parmi les equations du systeme (A), Tune d'elles, 
la premiere, pent tre laiss^e de c6te et sera toujours, dans le cas 
actuei, line consdquence des cinq autres. 

Si, en effet, Ton mene, par le point m de (S)qui sert de repre- 
sentation spherique a la droite (d] tangente en M a (), nn 
triedre (Ti) ajant ses axes paralleles a ceux de (T), ce Iriedre 
aura son axe des x normal en m a la sphere (S) ; el, comme il a 
les monies rotations que le triedre (T), il suffit de faire une per- 
mutation circulaire pour reconnaitre que la premiere equation (A) 
exprime le fait suivant : la courbure totale de (S) est egale a 
Tunite. Comme la formule (a) nous donne Telement lineaire de 
cette sphere, il n'est done pas douteux que la premiere equa- 
tion (A) sera une consequence de toutes les autres et que nous 
pourrons la negliger. 

1083. Gela pos< 3 revenons a Tequation (4). Si nous y rempla- 
cons du, dv par leurs expressions 

7 du , . du , . , dv , . d? , . 

du = -v-/ ^ w + T-/ ^ , dv = - - du -h ^ dv\ 

du' dv' ' du dv 

et si nous egalons les coefficients de du f ' 2 , du! dv 1 ) dv 1 - dans les 
deux membres, elle se decomposera en trois equations. Comme r 
et r\ sont des /auctions connues de u et de v : ces trois equa- 
tions, non settlement nous fourniront les valeurs de q et de q^ 
raais elles nous donneront de plus une relation entrc u r , v ! , les 
fonctions u, v et leurs derivees premieres par rapport a it 1 et a v f . 
Voici comment on peut obtenir cette relation. 
Donnons a liquation (4) la forme siiivanle : 

' (q du -h q\ dv)* = e drf*+- if du' dv f + g dv' 
(5) 



\ Jt 

) du 



35 * US 

En ^crivant que le second membre est un carre parfait, nous 
aurons la relation 



(6) r 2 AM -+ 2rr! A(w, v) -f- rf A(r) = i, 
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le symbole A9 etant le parametre differentie] du premier ordre 



e I IIi ) v ^77 J3 ~*~~ 8 \ 377' 
(7) A6 = 



relatifa V element lineaire de la sphere (S). 

Quand la relation (6) sera vrifie, le second membre de 1'equa- 
tion (5) sera tin carre par fait 



oil Q et Q< seront des fonctions connues de u f , p', de w, v et de 
leurs d&dvees premieres. Les rotations q et q^ seront determinees 

par Tidentite 

q du -+ qi dv = Q ^ f H- Q 4 ^ r , 
qui donnera 

du dv - 



On ddduit de la les valeurs de q et de q { . Ces valeurs donnent 
lieu a Tidentite suivante 



<XJ ^Qi ___ fdq ___ dqi 

~~ "" "" 



dv 



dont la verification n'ojQTre aucune difficulte, 

Les valeurs de ^ et de q { une fois obtenues, il n'y a plus qu'a 
les porter dans les equations (A), qui se r^duisent aux suivantes, 
si Ton tient compte de la rexnarque faite plus haut, 



I- 1 -"* 



(10) 



Les deux premieres de droite servent de definition a r et a r<; 
les trois autres contiennent les deux rotations /?, p t que Ton peut 
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eliminer; el il resle Punique equation 



dv 
dr 



Si Ton remplace q, q { , par leurs valeurs deduites des 

equations (8) et (g) on sera conduit a une nouvelle relation 
entre U, 9 et leurs derivees par rapport a it' el a v f . Cette equation, 
jointe a celle (6) que nous avons obtenue, donnera toules les re- 
lations necessaires entre les variables u : p, w', rf* Mais elle sera 
cette fois du second ordre par rapport aux derivees de u el de p. 

1084, D'ailleurs, lorsqu'on aura les expressions de *, v en 
fonction de M ; , P', la surface (0) s'obtiendra par de simples qua- 
dratures, pourvu que le systeme de coordonnees u 1 , v ] soit clioisi, 
sur la sphere (S) 3 de telle manure qne Ton connaisse les expres- 
sions de a, a ; 9 a ff ea fonction de u' et ;'. Dans cette hypoth&se, 
en effetj les formules (3) nous feront connailre 6, #, b" \ en 
fonction des derivees premieres de a, a f , a", et la surface () sera 
definie par les formules 



(12) 



Les deux e'qnations qui determinent u et p en fonction dc &' el 
de P' soot, en general, assez compliquees. On les ramene a la forme 
la plus simple qu'elles puissent recevoir a I'aide de 1'artifice sui- 
vant. 



X= / a(JdfwH-|j dv}+ b( 

Y = Ca'ftdu 4- J t rfp) -4- 5'(Tj rftt -4- iu rfr), 

Z= / ^(Srftt-H^t dv ) -*r b" (TI du ^r t\i dv). 



108S. Sapposons d'abord que les droites (d) aienl ete 
a priori, c*esl-&-dire que Ton ait indiqu6 d'une manifere precise 
comment le tridre (T) est ratlaeh< a la surface (6). Gherchons 
sur cette surface les courbes (R*) denies par liquation differen- 
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tielle 

(i3) r da +- r L dv = o, 

c'est-a-dire les conrbes telles que, lorsqu'on se deplace suivanl 
1'une d'elles, la composante de la rotation du triedre autour de la 
normale soit rmlie. On pent interpreter g^omelriquement cette 
condition. 

En effet, les formules (3), qui donnent les differen tielle s de a, 
a', a r> r , nous montrent que, si liquation (t3) est verifiee, la sur- 
face reglee engendree par 1'axe des x du triedre (T) a son plan 
tangent a Tinfini perpendiculah^e a F axe des y de ce triedre, c'est- 
a-dire normal au plan tangent de (0). Done les courbes definies 
par 1'equation differen tielle (i3) sont les lignes de striction des 
surfaces reglees engendrees par Paxe des x du triedre (T), et nous 
pouvons enoncer la proposition suivante : 

Etant donnee une congruence formee de droites (d) tan- 
gentes a une surface (6), si ran vent, assembler ces droites en 
surfaces regtees dont les lignes de striction soient sur la sur- 
face (0), il faudra mtegrer une equation differentielle du 
premier ordre, qui f era connatirc ces ligjies de striction. Cette 
equation ne changera pas de forme quand la surface (%} se 
de former a en entrainanl les droites de la congruence. 

II resulte de la methode suivie que ces lignes de striction sub- 
sisteront si, a chaque droite (d) de la congruence, on substitue, 
. dans le m^me plan tangent de (0), une autre droite (d 1 ) faisant 
avec (d} un angle qui demeure constant sur chaque ligne de stric- 
tion, car alors les triedres relatifs aux droites (rf) et (cf) auront 
les memes rotations. 

Au lieu de donner la congruence formee par les droites (d) : sup- 
posons que Ton donne les Hgnes de striction (K). Nous allons 
voir que, pour determiner la congruence, il nc sera pas n^cessaire 
cette fois d'inl^grer une Equation differen tielle : il suffira d'effec- 
tner une quadrature. 

Employons, en effet, un triedre (T) raltache a (0) d'une ma- 
ni^re arbitraire, mais connue; et ddterminons la droite (d) de la 
congruence qui passe en un point M de (0) par I'angle a qu'elle 
fait avec Taxe des x du triedre. Lorsqu'on se ddplace sur une des 
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lignes (K) donnees, la droile (d) engendre une surface reglee. 
Determinons le plan tangent a I'infini de cette surface. Pour cela, 
inenons par un point fixe O une droite Om de longueur i, pa- 
rallele a (d)] et rapportons cette droite a un triedre (T), de 
sommet O, parallele au triedre (T). Le point m ayant pour coor- 
donnees relatives a ce triedre 

cos a, sin a, o, 

les projections de son deplacement seront 

sin a ( dy. -+ r du -+- r dv ), 
cosa(r/a-h rdu-+- r\ civ), 
(pdu-i~pi flfr)sina (q du +-q\ dv} cos a. 



Pour que la courbe (K) decrite par le point M de ( 0) soit ligne 
de striction de la surface reglee engendree par la droite (rf), il 
faut que le deplacement precedent soit normal au plan des xy^ 
c'est-a-dire que Ton ait 

( i4 ) dy. H- r du -f- 7*1 dv = o. 

Cette equation met imrnediatement en Evidence le r<5sultat 
enonce. On aura 



/ 



I'integrale etant prise suivant 1'une queleonque des courbes (K.). 
La constante qu'il faudra lui ajouter pourra varier quand on 
passera de 1'une de ces courbes a une autre. Si, par exemple, on a 
choisi le systerne de coordonnees curvi lignes de telle maniere que 
les courbes (K) soient definies par Tequation 



u = const., 
on aura 



r v 

= / 
J 

o(a) etant une fonction arbitraire de u. 

1086. Les rernarques prec^dentes ^tablissenLimplicitenient cer- 
taines proprietes interessantes de la ligne de striction d'une surface 
regime. On savait deja que cette ligne conserve sa definition quand 
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la surface se deforme de telle mani&re que ses generatrices de- 
meurent rectilignes. Nous voyons maintenant que, si Ton inscrit 
suivantlaligne de striclion une surface quelconque (0) tangente a 
la surface reglee, oa pourra deformer cette surface de telle ma- 
niere q^elle entraine dans ses plans tangents les generatrices de la 
surface reglee sans que la ligne de contact cesse d'etre la ligne de 
striction. Cette nouvelle proposition comprend la precedente, car 
la surface (0) pent se r^duire a la surface reglee elle-mme* il 
serait d'ailleurs aise de la demontrer par une voie entierement 
geometrique. Elle conduit a la consequence suivante : 

Soit (K) une conrbe quelconque Iracee sur (6) ; proposons-nous 
de determiner les surfaces reglees, tangentes a (0), dont elle est 
la ligne de striction. Nous substituerons a la surface (@) la deve- 
loppabie (A) circonscrite a (0) suivant la courbe (K), et nous 
effectuerons le developpement de (A) surun plan. La courbe (R) 
se transformer ainsi en une courbe plane (K'). Les gen^ra- 
trices (d) de Ja surface reglee deviendront des droites (d l ), siluees 
dans le plan de (K') et passant par ses difl^rents points. Pour que 
la courbe (K 7 ) puisse tre regardee comme une ligne de striction 
pour la surface regime engendree par ces droites (^), il faudra 
qu*elles soient toutes paralleles. Car, si elles se coupaient a 
distance linie, le plan tangent a rinfmi de la surface regime coi'n- 
cideraitavec le plan de (K'); tandis que, dans le cas oules droites 
sont toutes paralleles, ce plan tangent est indelermine et pent etre 
consider^ comme perpendiculaire au plan de (K'). Nous sommes 
done conduits a la construction suivante : 

Etanl donnee une courbe (K) situee sur une surface (0), 
pour obtenir les surfaces reglees, tangentes & (0) suivant cetle 
courbe, dont elle est la ligne de striction, on circonscrira 
une developpable & fa surface (0) suivant la courbe (K}] pins 
on deformera cette developpable de telle mani&re que, ses 
generatrices demeurant rectilignes, elle vienne s'appliquer 
sur un plan. La courbe (K.) sera ainsi transformee en une 
courbe (K/). Si, par les dijferents points de cette courbe plane , 
on mene des paralleles (d r ) d une direction quelconque^ ces 
paralleles seront les transforrnees des generatrices recti- 
lignes (d] de la surface chercfiee. 
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Aii lieu cTemployer la Geometric, on peutaussi, pour retrouver 
ces resultats, remarquer que, si Ton introduit Ic rayon de cour- 
bure geodesique p^ de (K), Fequation fondamentale (i4) peul 
s'ecrire 

,, , <fc 
d(y. o>) = > 

Pff 

les notations du Livre V, Chap. IV, etant conservees. a co est 
Tangle que fait la droite cherchee avec la courbe (R); si nous ]c 
designons par I ? on a 

CD _* 

de sorle que la theorie actuelle nous donne une inlerpretalioa 
geometriqae elegante de Tangle de contingence geodesique. En 
particulier, les propositions demonlrees au n 737 el dues a 
M. Bonnet sont ramenees a leur veritable origine 5 la formule (44) 
de ce numero est d'ailleurs identique, anx notations pres, a cell( k 
qne nous venons d'indiquer. 

1087. Revenons maintenant ik la question que nous avons a 
traiter, et supposons que Ton ait pris sur la surface () une famille 
quelconque de courbes (K). Associons-leur une seconde famille de 
courbes (L), qui determineront avec les premieres un sysLcme de 
coordonnees curvilignes u et r, le parametre u eLanl celui qui 
convient aux courbes (K). Je dis d'abord que Ton pent toujours 
determiner les courbes (L) de telle maniere que, si Ton fait corrcs- 
pondre au point de () un point d'un plan (P) de coordonndes 
rectilignes u et p, la courbnre d'une portion quelconque dc (0) 
soit egale a Pairede la portion correspondante du plan (P). 

Comme la courbure est represent^ (n os 496 a 499) par Pinl^grale 
double 



dr dn\ 

. -J: 

dv du ) 



il faudra que Ton ait 
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Or, si Ton a choisi arbitrairementles courbes (L), on aura 
dr d?\ 

3; - to =X U > f >- 
Changeons les courbes de parametre v\ c'est-a-dire posons 



/, r\ designant les nouvelles rotations, on devra avoir 

r da H- r\ dv* = r du -4- >'i ^, 
ce qni donnera 

A ^ A ^^ 

oo_, 7'^ro, 



et, par suite 



fi 1 ^1 - f dr *\ - ft 

dv du "" \^'0 dw/ ^ "^"' p) * 

On doit avoir, avec le nouvean sysleme de coordonnees u, 

dr<> t)/'5 __ 
^ "" dw" ""^ 

Done Fequalion precedente nous donnera 



ou 



(18) PO = C /(u, 

^ 



i^< d^signanl une constanle; de sorte que, par one simple qua- 
drature, la question proposee sera resolue. 

Ainsi, en laissant entierement arbitraires les courbes de para- 
m^tre u : on peut toujours r^aliser la condition 



dr dri _ 

dv du ~"~ 



II existera alors done une fonction a ? determinee a une constante 
pres et satisfaisant aux deux equations 

. x ^a da 

(-9) 
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Or, si Ton substitue an triedre (T) choisi primitivement un 
autre triedre dont Faxe des x fasse avec le premier Tangle a defini 
par les deux relations precedentes, les premiers membres de ces 
relations seront les rotations nouvelles de ce triedre aulour de 
I'axe des s. On peut done, par de simples quadratures, et en 
laissant entierement arbitraires les courbes de parametre it, 
realiser les deux conditions 

(20) r = o, /! = (). 

Alors les lignes de parametre u seront lignes de strietion 
pour les surfaces reglees qui sont engendrees par Vaxe des x 
(ou par Vaxe des y) du triedre (T) lorsque le sonimet du 
triedre se deplace suivant une de ces courbes. 

1088. Avec ce systeme de coordonne'es, la premiere des deux 
equations (6) et (i i), qui determinent u et 9 en fonction de id et 
de v*, se ramene a la forme simple 



(a,) 



de sorte qu'elle permet d'exprimer p en fonction de w. La valeur 
de P, portee dans Tequation (i i), donnera une equation, ne"- 
cessaire et suffisante, qui determinera u. II est facile de recon- 
naitre que cette equation est du second ordre et de la former, en 
employant les parainelres differentiels pour abreger les calculs. 

Reprenons a cet effet Telement lineaire de la sphere (S), de*fini 
par Tequation 

ds'* = e du' 9 - -f- zfdu' 



et formons les paramStres differentiels de w, relatifs CL cet eld- 
ment. Par suite des proprietes d'invariance decesparametres, on 
pourra ecrire T^lement lineaire avec les variables u et p, ce qui 
donnera, en tenant compte des relations (4) et (20), 

(22) ds' z = v*du*-+-(q du-t-qi ^) 2 ? 

puis former les paramtres differentiels avec ces variables u et P. 
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On aura, 6, <r d^signant des fonctions quelconques, 



(23) 
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A- 6= ( *_/''2i~---2.~ N i i d / 
2 ~~ pi e)w 9 du 9 dv vi dv 



dO\ 
v du/' 



Et Ton deduit de la imrnediatement Pequation (21) donnee plus 
haut. Appliquant aussi la seconde formule aux deux fonctions a 
et u< on trouvera 



/ N i / da da 

(<2, M) = I ^ <?! -,- 

o s 1 \ ^ ^w 



ou, en remplacant %-, -. parletirs expressions conaues, deduites 
des formules (3), 



da 



- 



et tenant compte des equations (20) 
(20 6 = oA(a,M). 

Ainsi, quand w sera conntie, les coordonnees du point de la 
surface cherchee (0) seront definies par les quadratures 



= / a (5 du 
= / > a'(?rftt 
= /a 



-H P 



Tout est done ramene a la determination de u. Or on a 

(26) 
et enfin 
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v(u) etant I 1 invariant defini au n 707 et exprime en fonction 
des prce"dents par la formule 



t n , 
< 2 S) 



11 n'y a plus qu'a adjoindre la dernieredes relations (to), ecrite 
sous la forme 



ct a remplacer, dans cette nouvelle Equation, les rapports *-> ~ : 
-?- par leurs valeurs, que Ton deduira des equations (26) et 
pour obtenir Pequation finale 

(29) TQiff(tt)-h- 



a laquelle devra satisfaire u. II faudra y remplacer parlout, et en 
particulier dans les expressions des translations , */], 5 I} T) O la va- 

riable c par sa valeur-^- Ges translations satisfont a deux des 
r V/Aa 

equations (10) qui deviennent ici 



1089. Pour faire des applications de sa methode, M. Wein- 
garten a choisi sur la sphere (S) le sjsteme de coordonnees syme- 
triques pour lequel on a 



1'element lin^aire ayant pour expression 

(3.) &* 

^ } 

On a ici, en adopiant les notations de Monge pour les de- 
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rivees, 

Aw = (i + xy^pq, A AM = (i + ^^(qr^ps^pl^ -*- qs), 



(33) 



et if, designant, pour abreger, les combinaisons suivantes 



La substitution de ces valeurs conduit a line equation de la 
forme 



ou A, C ? B, B< sont des fonctions de x, y, w, />, gr M. Wein- 
garten, apres avoir forme cette equation, a cherche dans quel cas 
elle peut etre completement integree par la m^lliode de Monge, 
ce qui 1'a conduit aux surfaces applicables sur le parabolo'ide de 
revolution. Mais son Memoire, couronne par PAcademie des 
Sciences (*), n'etant pas encore publie, nous nous contenterons 
des indication s pr^cedentes. Nous ferons seulement remarquer 
que si, pour simplifier autant que possible Tequation, on fait les 
deux hypotheses 

1)1 = 0, 



on retrouve les proposilions etablies dans le Chapitre precedent. 
Le resultat des recherches contenues dans ce Chapitre peut 
s'enoncer comme il suit : 

Etant donnee line famille quelconque de courbes (K.) tra~ 
cees sur line surface (0), on peut toujours, par de simples 
quadratures, determiner toutes les congruences (G) formees 
de'tangentes d (@) et telles que les surfaces reglees engen- 
drees par toutes les droites de la congruence ay ant leur ori- 
gine sur une des courbes (K) admettent cette courbe comme 



(*) Voir les Comptes rendus, t. CXIX, p. 1060, io5i, ddcembrc 1894, Pour la 
partie analytique et pour le fond, noire exposition coincide avec cclle de 
M. Wcingarten; les propri^les ge"omelnques sont nouvelles. 
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ligne de striction. La relation entre la congruence et la sur- 
face subsiste quand la surface se de forme en entrainant les 
droites. Si Vonprend deux variables independantes pour de- 
finir la direction de chaque droite de la congruence, le para- 
metre de la famille de courbes (K) doit satis faire a une 
equation aux derivees partieiles du second ordre qui dependra 
exclusivement de 1 J element lineaire de (0) et dont V integra- 
tion permet, par suite, de determiner par de simples quadra- 
tures toutes les surfaces applicables sur la surface (). 
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